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A PROPOS DE L'INÉGALITÉ 
DE FRÉCHET-CRAMER 


Marcel Paul SCHUTZENBERGER 


1/ - Le but de cette note (1) est de montrer comment l'inégalité 
classique de Fréchet-Cramer s'applique au cas de l'estimation de Bayes, 
c'est-à-dire à celui où le paramètre à estimer, x, possède une densité 
de probabilité à priori f(x). Comme dans lecashabituel, nous supposons 
que la fonction de coût d'erreur est quadrique et qu'un nombre constant 
N de variables y; est observé. Les y, sont distribués indépendament 


avec la densité conditionnelle g® et l'ensemble des N valeurs obser- 


vées est désigné par le vecteur z. On supposera que la densité : 


h(25) = x) [ Le @) 


est presque partout différentiable et ne s'annule pour aucune valeur 
finie de ses arguments. On posera : f*(z) = la densité de probabilité de 


7 AE =) = la densité de probabilité (à posteriori) de x pour z observé. 


2/ - Etablissement de l'inégalité. 


Pour toute fonction d'estimation x # (z) on a : 


1 
Ex f(z)) ro) (2) 


où E, (resp. E) désigne la valeur moyenne par rapport à u (resp. par 
rapport à x et à z) et où 


Se pe ÿ .G&)SE 5 g(2) 2 
ANT CSS A) 
X 


(1) Jetiens à signaler que cette extension a été obtenue par plusieurs auteurs in- 
dépendamment : Mr D. Slepian (de la Cie Bell) communication personnelle; 
Mr J.Dard (article à paraître dans "Annals of Mathematical Statistics"). Au- 
cun de nous n'a publié autre chose que des résumés de ses résultats. 
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Démonstration. 


On part du résultat classique : 
E(x- x #(z))/= E(x-X(z))° + E(x(z) - x # (2))° > E: v(z) 


_ < >, 
où x(z) et v(z) sont respectivement la moyenne et la variance de g" : 


1 
D'après l'inégalité de Weyl, v(z) > G*() (où G*(z) est la valeur 
moyenne du carré de la dérivée logarithmique de "© ) donc, par con- 


vexité : 
E,y(z) > (Esv(z)l):1> (EG (z))2. 


Comme d'autre part en calculant la valeur moyenne du carré de 
la dérivée logarithmique (par rapport à x) de h(z;x) on obtient l'ider- 
tite: 


E,G*(z)=F+NE,G(x) , le résultat est établi. 


(2) ne diffère de l'inégalité classique que par la présence de F. 


3/- Conditions d'égalité. 


Reprenant le raisonnement précédent, on voit que trois condi- 
tions sont nécessaires et, dans l'ensemble, suffisantes pour que l'on 
ait égalité dans (2). Ce sont : 


1) x # (z) = x(2) 
2) v(z) G*(z) = 1, 


pour presque toutes les valeurs de z, c'est-à-dire : g*(), une distri- 
bution de Laplace-Gauss pour presque toutes les valeurs de z. 
3) v(z), une constante. 

Il en résulte, en inversant les données du problème, qu'à toute 
densité f*(y) et à toute fonction b(y) fixant arbitrairement la régression 
de xsur y, correspondent des fonctions f(x) et a donnant lieu à léga- 
lité dans (2). 


Considérons maintenant le cas qui présente un certain intérêt 
pratique où y est en régression dure sur x, c'est-à-dire où y est la 
somme d'une fonction certaine a(x) et d'un bruit de densité de probabi- 
lité indépendante de x. 
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On va voir que sous cette condition en apparence très faible il ne 
peut y avoir égalité dans (2) que si la distribution simultanée de x et Y 
est une distribution de Laplace Gauss à deux variables, tout au moins 
quand on impose à a(x) d'être une fonction analytique de x. 


Soit donc à résoudre l'équation fonctionnelle : 


2 1(x) gly - a(9)) = L"(y) exp - (x - Dy))* (3) 


oùf, get f* sont des densités de probabilité admettant des dérivées lo- 
garithmique du premier ordre. On obtient en dérivant : 


FN CT EC 
one PE 


era) EE YIe or 7 
rampe) CE EP). 


On peut évidemment admettre que a'(x) n'est pas identiquement 
nulle car le contraire reviendrait à supposer que x et y sont indépen- 
(; 
dants. En éliminant e on obtient : 
ARS) (x) 
f(x) 


Eu 4” b 
+ x) (GO) + (9) D'GN - FU — HE + xb'(x) = 0.(4) 


Désignons cette expression par K(x,y) et formons la différence : 
KA En) ER (RER (SE MER) ER v) Vient. 


LEE 
(+ h) - DO) “on *Kb'Y +R) - by) = 0 


Si b'(y) est une constante, il en est de même de a'(x) et en portant 
ces résultats dans (4), on vérifie que h(x;y) est une densité de Laplace- 
Gauss. 


Si b'(y) est une fonction de y non réduite à une constante, la der- 
nière équation reécrite sous la forme : 


: 1 me 
(b(y + h)- b(y))(b'(y+h)-b'(y)) 7 = k( I Fk) a) | 


Ceci implique que les deux membres soient égaux à une constante, 
donc que b(y) soit une fonction exponentielle et a(x) une fonction loga- 
rithmique ; portant ces résultats dans (4), on constate que les variables 
se séparent encore et l'on obtient finalement : 
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8 Er - 
f(x) = C(x +a)” exp - œ = 


(y) = C exp{py+zlatv +\e“})° } 


205) EC exp uv Los rr)) Pre Sn 


OÙ, Br A H'etv sondes constantes arbitraires et. C/1C>,.et C;, des 
constantes fixées par normalisation. 


UN THÉORÈME SUR LA DIVISION 


D'UN INTERVALLE PAR DES POINTS 
PRIS AU HASARD 


L. LE CAM 


Research fellow of the A. P. Sloan Foundation 


INTRODUCTION 


PourChaqueentière > l,soientX  ‘»j = 1,2;°.., n-1des Varia 
bles aléatoires indépendantes ayant une répartition uniforme sur le seg- 
ment [0,1]. Soient D ORE j=1,2,..., n-1, les variables ordonnées par 
ordre de grandeur croissante qui correspondent aux X, . Posons en- 
COS set x, l/puisU., =n(X,,-X,,.).,LesU,, peuvent 
être considérés comme les intervalles successifs entre des points pris 
auhasard sur le segment [0,n]. Soit { g } une suite de fonctions de Bai- 


re définies sur l'intervalle [ 0,x],. 


À la suite de conversations avec M.H. Teicher, nous avons été 
amené à démontrer une proposition simple et qui semble nouvelle sur 


le comportement des sommes du type W = > CES 5) lorsque n tend 
: ; 


vers l'infini. L'objet de la présente note est de donner la démonstra- 
tion de la proposition en question. Quoique la méthode de démonstra- 
tion employée icine soit pas très simple, on peut espérer qu'elle pour- 
ra servir dans beaucoup de problèmes analogues. 
DONS 1 } une suite de variables aléatoires indé- 
pendantes distribuées suivant la densité e-* par rapport à la mesure de 
: SES 
Lebesgue sur l'intervalle [ 0,]. Posons $S, = DE —. D l et T2 = 
n n 
DE. (W, ). On peut penser que pour n grand la distribution de T, sera 


voisine de celle de W.. C'est ce que précise le théorème suivant. 


THEOREME - 


supposons que lorsque n tend vers l'infini la distribution vel ie S ] 
tende vers une limite # [T, S]. 


Alors, la fonctioncaractéristique p(t, s)=E { explitT+i s S)} 
de (T, S) est de la forme : + (t, S) = w (t) y(t,s) 


avec 


log w (t, s)=-; FES De ta C2). 
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En outre la distribution £ (W.) tend vers la loi de fonction carac- 
téristique. «: 
1 
E {exp(it W) } = « (t) exp { - AE Le Bts 


Le théorème précédent ramène en partie l'étude du comporte- 
ment de W, à celui du comportement de [T,, S ]lquiestune somme de 
variables aléatoires indépendantes. À de telles sommes on peut appli- 
quer les théorèmes classiques qui se trouvent par exemple dans EE 


I1 faut toutefois remarquer que la convergence de F[T,, S,],ou 


s 


même de £ [T,], n'est nullement nécessaire à la convergence de f (W,). 


Pour le cas où £ [T,, S,] converge, le théorème montre que les 
lois limites de f (W)et P(T,) ne diffèrent que par leurs composantes 
Laplaciennes. En particulier si £ (T,) converge vers £ (T) qui n'a pas 
de composante Laplacienne, alors f [T,, S,] converge et f# (W,) con- 
verge vers £ (T). 


DEMONSTRATION DU THEOREME - 


Nous allons procéder à la démonstration du théorème en nous ser- 
vant du fait que la loi de W, est égale à la distribution conditionnelle de 
T, étant donné que S, = 0. 


Posons : 


m m jl 
Les D > En (V;) Da : > (V; 1) 
fai j=1 Vn ( 


Soit {m,} une suite d'entierstelle que — «quand n croît indéfini- 


ment. On supposera que 0 < « < 1. Faisons alors l'hypothèse suivante : 


EMPOMIESEA 


Quand n tend vers l'infini, la distribution F[T, ,S 


_Jtendvers 
une limite £ [T,S]. i 


n 


SOlencoreipi(t, SPACE 


La fonction 9 (t,s) est la fonction caractéristique d'une loi indé- 
finiment divisible. Par conséquent ® (t,s) ne s'annule pas et l'on peut 
définir *(t,s) par continuité en partant de?° (0,0) = 1. 


Lemme 1 : 
Si l'hypothèse A est satisfaite et si converge vers al, ii 
alors Pine (LAS) EE NexpDaIRIart LS CE ]} converge vers p® (t,s). 


En effet Pin. (ts SUP CSS) ]"" , SoitKuncarré borné dans le 
plan et soit B la borne inférieure de |9 (t,s) | dans K. Pour n assez 
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B 
grandonaura | ®,. (ws) ets) 3 pour tout point (t,s) de K. Ceci 
entraîne que Pn,21 (ts s) ne s'annule pas dans K et que par conséquent 


9. (ts)= Fe. (t.s)]l 0. converge vers ç°(t,5). 


n,m 


Lemme 2 : 


sSoitf, — la densité de S, par rapport à la mesure de Lebesgue 


Lorsque n tend vers l'infini la ‘densité s mn, SOnverge vers la densité. 


frn(rss e 


\ 27Tax 
pour toute valeur de x. Par conséquent : 


RE CPE) dr 
converge vers zéro. 


La première affirmation peut se vérifier directement. La seconde 
en résulte alors en appliquant un théorème de H. Scheffé [2]. On peut 
aussi démontrer la seconde affirmation directement en se servant d'un 
théorème de Prohorov [3]. 


Considérons maintenant log + (t,s). Comme la loi de (T,S)est in- 
définiment divisible on peut, d'après un théorème de Paul Lévy, écrire 
log ? (t,s) sous la forme : 


logo (t,s)=iastibt-à RCE AS 2 Mn ff <a 


Rte se coller ty ut 
v 


+ RS 


V 
où V représente le carré V = { (x,y) ; |x| <1et |y | «1 } 


et M est une mesure positive sur le plan Euclidien auquel on a enlevé 


l'origine telle que : 
ve (x?2+ y?) dM<o 
V 


dM=M(V°)<w. 


et 
l'AS 

Puisque # (S) n'est autre que la loi de Laplace 41 (0,1) de moyenne zé- 

ro et variance unité on doit avoir : 


logp(0,s)=ias-s A s?+ nihretE ee sera 
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Ceci entraîne que d = 0, À = 1 et que toute la masse de M se trouve sur 
l'axe des y. On a donc : 


log y (t,s)=ibt-> [e+2 hs t4 C2 URI 


+ f  Leitr-1-ity]aM 


LE 
|| I 
f% 


+ 7 [eït’-1]dM 


ane 
Ceci entraîne bien + (t,s) = y (t,s) « (t) conformément à l'énoncé du 


théorème. 


Dans tout ce qui suit nous allons travailler sur une valeur arbi- 
traire mais fixée de t. Pour simplifier l'écriture cette valeur de t sera 
souvent omise dans les formules. 


Posons : 


Il 


QUE fe ten x 


nymh 


Soit v une fonction continue et bornée de x. Dire que  [T 
converge vers £ [ Ty, Sa ] est équivalent à dire que : 


L 


£ 


pour toutes les valeurs de t et tous les choix possibles de v. 


ve) de pe-26 ty 9) VE Gordx 


e 
n,Mn 


Le lemme 2 permet de transformer cette équivalence comme suit. 


Lemme 3 : 


Quelle que soit la fonction mesurable b telle que DL | b(x) | dx <o 
la quantité Ja ions Ghriae C4 ax 
converge vers zéro, 

En effet, puisque Al es (x) - Le | dx tend vers zéro on peut 


affirmer que : 


Jon .@ v() (x) dx 


tend vers Ja & RE dx 
pour toute fonction continue bornée v. 

De plus on a toujours | q, (© 7) | < 2. Par conséquent la 
suite q, , - q, estfaiblement compacte dans le dual de l'espace L, des 


foicions intégrables pour la mesure de Lebesgue, ce qui entraîne bien 


le résultat désiré. 


Considérons maintenant la distribution conditionnelle de Sn, | étant 
donné que, = 0. On peut écrire : 
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1 a m 
De mr DNS Ce Le UR Arai 
n Vn ee V ) | n 
Lorsque l'on sait ques, , la distribution de Z, est bien connue, En 


fait Z, possède une denalté me à : 


1 m n-m 


n-1 
(mn "mt ) 2 (32) 


n 


: : m 
L'espérance mathématique de Z, est AT et sa variance est égale à 


mn nt) nn #1)1" "Onrentire.que': 


ES, ee | sun 2 021" 0 
| m,(n-m,) 
V = = n 2 
ariance {| Dune | CAS 0 ] ATEN 
Soit p,,. (x) la densité de S, étant donné S,,n 0. Cette densité se 


calcule aisément en partant de Ta densité deZ, etl'on peut vérifier sans 
peine que p nm, (x) converge pour tout x vers Le (eégalra 


x2 


f ss 1 RCE) 
RE = € 
à 2 ma (Le) 
Posons r,, =E{e'f'nm [NS "510 PA Ceci peut s'écrires 
=E {E [e'tTnm | $S CÉSNE OMS 00 


n,m 
n;Mn Pb à | 


Par conséquent : 


PU D eco 


En effet T,, est une fonction de V, V,. » Vis tandis que la condition 


= xets. " = 0 peut s'écrires,, = x et 5 M rie 


non 


La conditionS, = 0 peut donc être omise dans ‘l'expression entre cro- 
chets. Puisque’ : 


Ko (x) | < 1 et puisque Vue 4 LR) TRr eIdx 


converge vers Zéro on peut aussi affirmer que : 
Jane. 69 fau P dx 
tend vers zéro. Par conséquent on peut énoncer le lemme suivant. 


Lemme 4 : 


Posons o(s)=9({t,s)etr, =E Leït'nm |S,, =01, Alors 


m 
i i — “end DCE NE 
quelle que soit la suite { m, } telle que — tende vers « avec x la 


suite r , converge vers 
Ds ? 


J'aa 9 fau 69 dx 
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où q« est défini par la condition que pour tout s réel : 
a (x) e'°* (x) dx = g® (x). 


En effet ceci est une conséquence du lemme 3 où l'on a pris 
LES DEA TR Là 1 

Pour trouver la limite r,, on est donc ramené à évaluer l'inté- 
grale : 


do. (x) 


X(1-X) 


G)idx 


sachant que : 


À 'autm eïs* f(x) dx = 4 (5). 


(x) k: se 
Posons U, (x) RUES = 1 = 2 (1-@) 
De (x) PE 
Ex A CAN 6 EU PC à ven 


Le problème est donc d'évaluer : 

1w, (x) U, (x) dx 
connaissant : 

Lw, Ge" ‘de = + "ars) 


Mais U, (x) est une transformée de Fourier. En fait : 


= ——_—— — 17. Vie parts - Uæ\ 
Va V1-a \ 2% | 


En remplaçant U, par sa valeur, on trouve : 


(ll 


fu. (x) U, (x) d x le 7 a JW (x) e'\* dx 


fautes a 


V2 = ; 


Rétablissant la valeur t dans la formule : 


1 1-Q)s* 
PAU / AC UNS) ICS DT 
\2 TO 
w% (t) » 
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SOit : 
Ta (t) = w%(t) exp { => NCZa- Bu a2]tt2; 
Notons ceci : Si a—0, alors r, (t) —1 et si a—+1 alors r, (t) tend 


vers « (t) exp {- 5 (CSS DONC 
On peut alors écrire T, , sous la forme : 


T F T ,"n # ae avec sh m = > 8, (V; ). 
j=m,+1l 


On a donc démontré ci-dessus la validité de l'énoncé suivant : 
Lemme 5 : 


Si [re 


n,n ? 


S,,n } tend vers une limite # {T, S]! et {m,} désigne 


; m 
une suite telle que Le tenderversiosavec ta SMalorse: 


VE ire Chan LÉAiT, | S,, = 0 ] est la loi dégénérée à zéro 


rs SEE n > @ 


2/0 im lim. f4T . | S =0 ] est une loi-L telle que: 
COMPE n > © ag - 


AJ 


Jet: d L (x) = o (t) exp - 7 (c'- Bt 


Bin lim er (ET SERRE 


n,n n,n 
a > 1 n > © F 2 


ceci complètera la démonstration du théorème puisque : 


ES oo D [SM ON NS (W;) ne dépend pas de x. 


Montrons qu'il en est bien ainsi. Pour cela nous allons interpré- 
ter ci-dessous toutes les espérances mathématiques et toutes les dis- 
tributions comme conditionnelles étant donné S,,, = 0. Pour rappeler 
cette condition les symboles E et /” seront affectés d'une astérique . 


Soient u et v deux fonctions continues bornées qui s'annulent en 
dehors d'un intervalle fini. 


Posons PAT Tn A) SAS 


Mn 


et limssup À, um A (0. 

n > œ ae 
Pour x fixé, nous avons démontré plus haut que # T,, tend vers 
(TD et #”"[T!,, ] tend vers #* (T£). Il existe donc, pour chaque & , 
une suite { v } qui peut dépendre de « mais qui est telle que la distribu- 
tion “à , T! ) converge. On peut choisir cette suite de telle sor- 


: 


te que : # 


Him E {u(T, )v(T!' ) }=A(c) 
v 227 


Vim y 


un) vTU le 
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Soit À = lim sup À (x) = lim sup ES Cuu(T,) y (Er) Puisque 
(au) L (CR | 
ri (T!.) converge vers la loi dégénérée à zéro, ceci peut s'écrire : 


lim sup Eu (T,) v(T,)=v(0)E u(T,) 
(CN ra ME 


en désignant par # *(T, ) la loi limite de £" (Ta). 


On a donc : 
lin limeup Eu (lv. Jr (0) ERIC 
x >] n ,.»0© ii 


Un raisonnement analogue vaut pour la limite inférieure. Donc : 


TN DU (I MVC NN PES OR REC EN) 
x >] n > ny Mn n'en 
où les deux barres sur lim rappellent qu'il s'agit d'une limite généra- 
lisée. Une telle égalité entraîne que : 
Lin Tin DE CR SR NE SE Er (OS S0) 
Ve des n > 0 
quelle que soit la fonction y continue et bornée sur le plan. Ceci en- 
traîne bien : 
Eos ON A A ve TO DE 5 


œ 21 n > 


ce qu'il fallait démontrer. 


3 Exemples d'applications : 


Les exemples donnés ici n'ont pour but que d'illustrer le mode 
d'emploi du théorème ci-dessus. Les exemples les plus simples sont 
ceux où l'on peut montrer que £ [ T,] converge vers une loi sans com- 


posante Laplacienne. Dans de tels cas il est inutile de considérer la loi 
simultanée de T, et S, . 


Pour chaque entier n soit E, un ensemble mesurable de l'intervalle 
[0,x] et soit g, sa fonction caractéristique. 


La somme W, - Ÿ £n { Un,;j l'est simplement le nombre des US 4 qui 


tombent dans E,. Si l'intégrale n mi e-* dx tend vers une limite À 
En 

lorsque n tend vers l'infini alors £ (T )tend vers la loi de Poisson d'es- 

pérance mathématique À .Il en est donc de même de {! (W,). Prenons par 


exemple pour E , l'intervalle E = fo. =]. Alors 
À 


Rs RE e; dx 


E, 0 
tend vers À. Par conséquent la probabilité pour qu'il n'y ait aucun U,; 
: À 
dans l'intervalle [ 0, ra tend vers e-À Ceci revient à dire que 


2 À 
Prob miqUrse, ? ee } converge vers e- | ou encore que X,=n minU, ; a 
j L 
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une distribution limite de densité e-* pour la mesure de Lebesgue sur 
[ 0,&]. On voit de même que P { max U,, ,< log = converge vers e-À, 


Un simple calcul permet aussi d'obtenir 2 composante non Laplacienne 

de la loi limite de #(W) toutes les fois que f(T,) converge et que les 

g, Sont des fonctions monotones. En effet, supposons les g, monotones 

et posons Ÿ, = n min V; et Z, = max V, - log n. La variable Y, a pour 
j j 


densité e-* par rapport à la mesure de Lebesgue sur [0,œ]) . Lavaria- 
ble Z,_ possède une densité qui converge vers la densitéexp {-[x+e-" ]} 
par rapport à la mesure de Lebesgur sur (-w, +w), Soient Y et Z des 


variables ayant ces lois limites. La loi limite de g, Æ) existe, Si, et 


seulement si la loi limite de g En existe et alors ces lois coincident. 


Ilenest de même pour la loi limite de g, [ Z, + log n ] quicoïncideavec 

la loi limite de g, [ Z + log n |] . On déduit immédiatement de leurs li- 

mites la mesure de Paul Levy qui entre dans les lois limites des som- 
1 

mes Me Pour illustrer ceci prenons g, (x) = “pi c, où les c, sont des 

constantes convenables tendant vers zéro lorsque n tend vers l'infini. 

Alorsg [Z +logn ] se concentre sur zéro tandis que À a pour loi 


limite la loi de densité e- ee sur [ 0,5], La mesure de Paul Lévy at- 


y’ 
tachée à cette suite est donc la mesure qui : l'intervalle [a,w] avec 
1 1 
a > 0 donne la mesure M {[a,w]} = - leg f er à y = ; et qui donne 
Ve 
la mesure zéro à l'intervalle [-w, 0], 


On peut vérifier que, dans ce cas, il est possible de choisir 
lesc, detelle sorte que # (T,) converge et ceci vers une loi qui n'a pas 
de composante Laplacienne. C'est en effet une loi quasi-stable d'expo- 
sant 1 différente de la loi de Cauchy, telle que : 


T 


log #(=- ANRT TOR ANSE INDIE 


Lorsque # (T ) tend vers une limite ayant une composante nor- 
male on doit considérer les lois £ (T,, S,). Parexemple considérons 


les fonctions g (x) = _ (x°- 2). Ce qui conduit à : 
È Vn 
1 Le ? _s 1 a 2 
We do a AE 5 Se A EE 
MR j=+ VENTE: ï 


Puisque les variables V; ne changent pas de distribution quand ntend 
vers l'infini et NS elles possèdent des moments du second ordre la 
distribution #[T,, S,]tend versune loi normale, Enévaluantles mo- 


ments on trouve : 
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Loge (t,s)=- 7 (s?+(2x4) st+20t?) 
Par conséquent C2? = 20 et B? = 16. Il en résulte que 
: ee 1 2 2 LN 2 
E {exp [it W}] = exp,{ - s (C = B )t = expl- 211; 


ce qui est le résultat classique. 
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LES PROPRIÉTÉS ASYMPTOTIQUES 
DES SOLUTIONS DE BAYES 
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I - INTRODUCTION : 


Plusieurs auteurs classiques ont exprimé l'opinion que les métho- 
des de Bayes conduisent en statistique à des solutions ayant certaines 
propriétés d'optimalité aussi bien que l'opinion que le choix de la distri- 
bution à priori tend à s'affaiblir quand le nombre d'observations aug- 
mente indéfiniment. Toutefois le présent auteur n'a pu trouver, dans la 
littérature qui lui est connue, aucun énoncé formel à la fois précis et 
général de cesfaits. La présente communication est consacrée à un tel 
énoncé. 


En dehors de son intérêt ‘'philosophique'', l'énoncé en question 
permet aussi de simplifier énormément certaines démonstrations d'op- 
timalité asymptotique de méthodes telles que la méthode du maximum 
de vraisemblance. Il est vrai que la méthode de Bayes a déjà été em- 
ployée à cette fin dans (1) mais les démonstrations de cet auteur sont 
pénibles et quelquefois incorrectes. De plus elles cachent sous une ava- 
lanche de conditions inutiles la simplicité des propositions relatives aux 
méthodes de Bayes. Parexemple, les conditions données par cet auteur 
pour la convergence (consistency) des estimations de Bayes sont plus 
fortes que celles données pour la convergence de la méthode du maxi- 
mum de vraisemblance. 


En fait les estimations de Bayes convergent ‘'plus souvent‘ que 
celles obtenues par le maximum de vraisemblance. 


En plus de l'énoncé du principe général mentionné ci-dessus, on 
trouvera ci-dessous un exemple d'application à la méthode du maximum 
de vraisemblance dans des conditions tout à fait analogues à celles de 
(1). Quoique ce ne soit probablement pas là la meilleure méthode pra- 
tique de traitement de cet exemple, il a été donné afin de rétablir l'or- 
dre logique des démonstrations pour de telles situations. 


Enfin, les propositions données ci-dessous sont obtenues à l'aide 
d'hypothèses extrêmement générales qui ont, par cela même, le mé- 
rite de montrer assez clairement que les résultats asymptotiques doi- 
vent être interprétés avec les plus grandes précautions. 
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II - NOTATIONS GENERALES - POSITION DU PROBLEME : 


Nous nous placerons systématiquement dans le cadre de la théorie 
des règles de décision de A. Wald (2). Dans cette théorie un problème 
statistique est caractérisé par la donnée des entités suivantes : 


1/- © estunensemble arbitraire souvent appelé espace des'états 
de la nature''. Sur © onchoisit une tribu (champ ou corps de Borel) &. 


2/ - Les éléments aléatoires observables prennent leurs valeurs 
dans un espace © dont les parties probabilisables appartiennent à une 
LELDURCTe 


3/ - Les décisions possibles du statisticien forment un ensemble 
à. Sur cet ensemble A on a choisi une tribu €. 


4/ - La perte subie par lestatisticien s'il choisit la décision t, 
alors que ‘'l'état de la nature" este , est une perte numérique W (0, t). 
La fonction W définie sur® X A est dite fonction de perte. 


5/ - Les règles de décision permises au statisticien forment un 
ensemble @. Une règle de décision est une fonction x—+F qui a tout 
x E © associe une répartition de probabilité F, sur la tribu € de 4. 
L'interprétation de ceci est simplement que si x est observé le statis- 
ticien choisira dans A un point t au hasard suivant la mesure F. 


6/ Finalement, à chaque état de la nature 8€ © , il correspond 
une mesure de probabilité PF, sur la tribu &. Cette mesure représente 
la distribution des variables observées si 8 est un modèle de la nature 
que l'on peut considérer comme adéquat. 


Afin d'éviter toute querelle métaphysique, disons tout de suite 
que 8 n'est qu'un paramètre virtuel dont le rôle n'est que de désigner 
les modèles stochastiques considérés comme possibles et les fonctions 
de perte qui leur sont associées. En ce qui nous concerne, on pourrait 
tout aussi bien supposer que chaque 8 est une paire (P,w )où Pest une 
mesure de probabilité sur & et w est une fonction numérique sur 4. 


On ne considérera ci-dessous que des problèmes satisfaisant aux 
conditions restrictives suivantes : 
Hypothèse 1 : 

PourtoutA € &X, la fonction6ô—FP (A) est mesurable par rapport 
à la tribu &@. 
Hypothèse 2 : 

La fonction de perte W est mesurable par rapport à @ x C. De 
plus 6< We, t) < 1 quelque soient 86€o0 ettÆen. 
Hypothèse 3 : 


Les règles de décision x — F, appartenant à (® sont mesurables 
au sens suivant. Pour tout CE € la fonction numérique x— F, (C) est 
rmesurable par rapport à &. 
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Hypothèse 4 : 


Soient T =(x—F )et T' = (x — F') deux éléments de @. Soit v 
une fonction numérique bornée par zéro et un et mesurable par rapport 
à &. Alors la règle de décision T''=(x—F!')avecF!'=[1- v(x)]E + v(x) EF; 
est aussi un élément de ©. 


Si T : x—F, est un élément de ® on désignera par : 


W £6, T, x |] l'intégrale 


D 


WAPe UT x | W (9, t)F, (dt), 
Â 


et par R [6, T] le risque 


réal Ce El he ML LT x) P, (dx) 


qui correspond à T lorsque l'état de la nature est 8. 


Finalement, on supposera choisie sur G@ une mesure de probabi- 
lité u. Cette mesure joue le rôle de probabilité à priori mais ne doit 
être interprétée que comme une entité ayant une existence purement 
mathématique. On ne suppose absolument pas qu'il existe effectivement 
un tirage au sort des 8 correspondant à une mesure quelconque. Si tou- 
tefois, ilexistaitune telle mesure, soit À, connue du statisticien, nous 
ne supposerions en aucune façon que À et k doivent être égales ou voi- 
sines ou apparentées de quelque manière que ce soit. 


En ce qui concerne les problèmes asymptotiques, on supposera 
donné un ensemble dirigé N, c'est-à-dire un ensemble ordonné, tel que 
si n, et n, sont éléments de N il existe un n, EN tel que n;< n;, pour 
i= 1, 2. Par exemple, on peut supposer que N est l'ensemble des en- 
tiers ordonné de façon naturelle. Dans les problèmes relatifs à des pro- 
cessus stochastiques, il est souvent utile de prendre pour N la famille 
des parties finies de l'ensemble de définition du processus en ordonnant 
cette famille par inclusion. 


Nous supposerons alors que pour chaque n EN on se donne un pro- 
blème statistique caractérisé par des systèmes {®,, &,},{4 ,C }, 
D, P. ,; W, totalement arbitraires excepté en ce qui concerne les 
hypothèses (1-4) mais correspondant au même espace probabilisé 
{®, &æ,u} d'états de la nature. Ce sera là la seule restriction liant 
les différents problèmes les uns aux autres. 


III - L'OPTIMALITE ASYMPTOTIQUE DES SOLUTIONS DE BAYES: 


Le but de la présente section est en gros de montrer que si une 
règle de décision est solution de Bayes par rapport à une mesure de 
probabilité elle est aussi presque une solution de Bayes par rapport 
à une mesure À absolument continue par rapport à h et dont la densité 
puisse être estimée d'assez près. 
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Soit f l'espace des fonctions numériques, définies sur ® , qui 
sont équivalentes pour u à des fonctions mesurables par rapport à a et 
intégrables par rapportàäu, Soit © * Le cône des éléments positifs de f . 
Soit M l'espace des fonctions numériques bornées équivalentes pour 4H à 
des fonctions mesurables pour &@. 


Pour tout fE£ ‘et tout TE soit 


KA) - free TD) t0) He CN) 
et soit : 


5 (f, LT). = KR (f T'en KT T') DER, 


Si e est un nombre positif ou nul on dira qu'un TE est € - Bayes par 
rapport à fef"si5(f, T)<e. Au lieu de 0 - Bayes on dira simple- 
ment Bayes. 


Pour tout fE f définissons un indice d'approximationa(f) par: 


a (f) = inf ff inc 10) | P, (dx)u (48) 


où h représente une fonction numérique mesurable & arbitraire. 


Ilestclair que la fonction f —+« (f) est une seminorme sur et que 
a (f) n'est pas supérieur à la norme L, de f définie par : 


[the firt)lu co). 
DT 1 - 


Supposons les hypothèses (1-4) satisfaites. Soit T un élément de 


LE Soit y une fonction numérique mesurable par rappor par rapport à & et telle que que 
TT) MENT 


Alors : 
BOT (y, 0) te BTS) LR RO REC) 
Démonstration : 


La première inégalité résulte des définitions. Pour démontrer la 
seconde, soient f et g des éléments de ” * et soit v une fonction numé- 
rique mesurable pour & bornée par zéro et un. Soient T' et T''des élé- 
ments de et soit : 


T"= y T'+(1- v) T". On peut écrire : 
SLT CT) SR PRES (ECS 12) 
KE) RUN) (CE DES SE 


Î/ CL) fev el W Wed Au 


avec MEN (6, Tr Net NEW AU MTS 


En prenant la borne inférieure du membre droit par rapport à T' et T' 
on obtient : 
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CHE TS (ER CT) + SE, D) - //| (1-vif-vg|dP, du. 


Par conséquent : 

PRO SIT OU: A) TS te, 7) - inf // (1-v)f-ve IdP, du. 
Sif=y et g=1-7y ceci donne : 

PSE ND) ORRQIE RS) EEE Aint IS NE dr de 


Ce qu'il fallait démontrer. 


Ce résultat est en quelque sorte ‘le meilleur de son espèce", 
comme on le voit en faisant varier 4, Wet T. 


Passons maintenant à l'ensemble des problèmes dirigés par N. 
SifE il correspondàtoutn € Nun indice d'approximation «, (f). Nous 
dirons qu'un fE f est accessible si les indices «a, (f) tendent vers zéro 
suivant N. 


Lemme 1 : 


Les fonctions accessibles bornées forment une sous algèbre M, 
dem. L'espace f des fonctions accessibles est complet pour la nor- 


me L''définie par | f"|} = fl t (6) [lu (48): 
Ceciest bien évident et montre en particulier qu'il existe une sous 


tribu G de G telle que toute fonction accessible soit équivalente à une 
fonction de f qui est mesurable pour (à, et réciproquement. 


On dira qu'un élément u de 9 est accessiblement positif si 


Vu f d u > 0 pour tout ter , 

Soit { HE je Te une famille de règles de décision indexée par 
l'ensemble N. Pour chaque n soit 5 (f, T.) l'indice défini parle pro- 
blème de rang n. On dira que {T, } est solution de Bayes asymptotique 
par rapport à fe‘ sis, (f, T,) tend vers zéro suivant N. 

Si f = 1 on dira aussi que {T, } est solution de Bayes asymptoti- 
que par rapport à u. 


Le théorème suivant décrit les propriétés optimales de telles fa- 
milles. 


THEOREME 1 - 


Supposons que tous les problèmes indexés par N satisfont aux hy- 
pothèses (1) - (4). Soit { T,}, TE, une famille de règles quiestune 


solution de Bayes asymptotique par rapport à u. 


Soit {T!' }, T'E, une famille arbitraire de régles indexées parN. 
Soit {?,} la famille d'éléments de IN définie par : 


FO) et OS RD EUR (OT, ). 
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Alors : 


1/- T est aussi solution de Bayes asymptotique pour tout eg. . 


2/ - ILexiste des points adhérents au système dirigé ( :nENTJet 


tous ces points adhérents sont accessiblement positifs. 


3/ - Pour que { T! } soit aussi solution de Bayes asymptotique pour 


u il fautet il suffit que pour tout fE, les intégrales fo, f du conver- 
gent vers zéro. 


NOTE : 


Lorsque N est l'ensemble desentiers, on peut remplacer l'énoncé 
(2) par le suivant : 


2bis/ - Detoute suite {n'}C'{n}on peut extraire une sous suite 
{m}C{n'} telle qu'il existe un élément accessiblement positif y de 


JTtel que / 9, Î duconverge vers sun f du pour tout Se £. 
Démonstration : 


La démonstration s'appuie sur le fait fondamental suivant. Dans 
l'espace Mou plus exactement dans l'espace des classes d'équivalence 
qui correspond à définissons une topologie o[ M, ] par la condition que 


des y, de convergent vers y si fr f duconverge vers y pour tout 


fES£ . Alors tout ensemble borné fermé dans test compact au sens de 
Borel-Lebesgue. Un tel ensemble est aussi compact en ce sens que de 
toute suite on puisse extraire une sous suite convergente. Eneffet soit 
S un tel ensemble. On peut le considérer comme partie de £. Considérons 
sur f la topologieo [© ,9M] définie de manière analogue ào[9N, f ] en 
renversant les rôles de Met £ . Si S est borné fermé dansIC/ pour 
ol, # ] il estcompact pourof f , M] qui est plus faible que s[IM, À] (et 
séparée sil'onprendles classes d'équivalence). L'ensemble S est donc 
aussi ol f ,9] compact au sens des suites d'après le théorème de Smu- 
lian. Mais sur $ les topologies ol # ,] etol M, =] coïncident. 


Ceci étant dit, soit u un élément borné de Le) D'après la propo- 
sition 1, les nombres &, (Eur Al tendent vers zéro, Par conséquent : 
lim inf J u psdu=liminf {5, (u, T')}-86, (u, Ti) } 
2, M AAPENUS ST) S20 


Si N est l'ensemble des entiers et siim}Ci{n }= N est une sous suite 
telle que {9,} converge vers un Y deMalors : 


O0 < lim inf fluo, du =tim us ur Jay au 
pour toutue=m . Par conséquent y estaccessiblement positif. SiN n'est 
pas l'ensemble des entiers, le même raisonnement vaut en prenant un 


filtre convergent plus fin que le filtre associé à N. Toutefois Ja y du >0 
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pour tout ue M entraîne fu y du > Opourtoutfe ?, puisque M. est 


; Le 
dense dans # , (pour la norme). La limite y est donc bien accessible- 
ment positive. Par suite de la compacité on a aussi : 


lim si us, du = Je u y du > O pour tout uEf + 
D'où le résultat. 


Le théorème 1 est encore vrai, mais trivial, si N possède un seul 
élément. L'intérêt du théorème asymptotique provient de ce querl'en- 
semble # ,est souvent très grand, comme on le montrera ci-dessous par 
quelques exemples. 


NOTE : 


Dans beaucoup de problèmes intéressants ! ,= # , c'est-à-dire 
que toutes les fonctions mesurables pour @® et bornées sont accessibles. 
Dire que les points limites de 9, sont accessiblement positifs revient 
alors à dire qu'ils sont presque partout positifs. 


Par exemple si les +, convergent vers une limite 9 alors 9 est 
presque partout positive. On peut montrer (voir (1)) que, même sous 
des conditions extrèmement restrictives sur les problèmes considérés, 
on ne peut espérer que 9 soit partout positive à moins de restreindre 
énormément les suites {T, } que l'on étudie, 


IV - QUELQUES CAS PARTICULIERS : 


Un des cas particuliers où l'on peut décrire les fonctions acces- 
sibles de façon assez satisfaisante est le cas où les tribus {4 ;n € N } 
forment une famille croissante. De façon précise, supposons que cha- 
cun des Æ, soit identique à un même espace ©. Soit{&,};,nÆEN une fa- 
mille de tribus de parties de © telle que m<nentraîne Œ&,C &. Soit 
Fla plus petite tribu contenant tous les &,. Supposons que pour Chaque 
8 Evil existe une mesure probabilistique P, sur et que P,,, soit la 
restriction de P, à la tribu &. 


Cette situation se retrouve dans beaucoup de problèmes classi- 
ques. Parexemple, si N estl'espace desentiers positifs et si {X,, j EN} 
est une suite de variables aléatoires, on peut prendre pour, l'espace 
des suites de nombres et pour & la tribu la plus petite déterminée par 
les variables X,, X,,... X, De même soit S un ensemble quelconque, 
soit © l'espace des fonctions numériques définies sursS. Soit N l'ensem- 
ble des parties finies n = {5s,, s,,... s, }de S. Supposons qu'àtout n 
on ait associé une famille de variables aléatoires {X.,..., X. avec 
les conditions de compatibilité habituelles. On a alors un processus 
stochastique au sens ordinaire du mot. Si l'on prend pour €, la tribu la 
plus petite pour laquelle les{X., sES} soient mesurables, la tribu A] 
est la tribu de Borel-Kolmogorov du processus. 


Pour simplifier le langage nous dirons aussi qu'un système 
IA, nE&EN}croissantettel que P Ne 13 définit un processus stochasti- 
ac 3 
que. 
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Soit alors E, l'espace des fonctions numériques f définies sur © 
qui sont mesurables par rapport à et telles que :. 


p () ni (RAP (dx) (do) 


Soit E l'espace correspondant défini sur # au lieu de &,. Il est clair 
que la réunion UE est dense dans & pour la norme B définie ci-des- 
sus. De plus, les &. étant croissants, si fes, il existe une famille di- 
rigée {f,; nEN telle que f,€ 6,et telle que (f - f) converge vers 
zéro suivant N. 


Désignons par Gl'espace des fonctions numériques définies sur 
Tx 6 et mesurables pour % x G avec la norme : 


Pr(s)e | g(x,0) | P, (dx) u (de). 


Dire qu'un fE # est accessible, c'est dire qu'ilexiste une famille d'élé- 
ments {h ,nEN}, h,€6,telle que B (h,- f) tende vers zéro suivant N . 
Il revient donc au même de dire que f€E£ est accessible ou de dire que, 
dans G , la fonction f est équivalente à un élément de &. De façon pré- 
cise fE © est accessible si, et seulement s'il existe une fonction deh 


de & telle que Je |[h (x) - f (8) | P, (dx) = 0 pour presque tout 8€ 0. 


En particulier tout f de £ sera accessible s'il existe une applica- 
tion mesurable & de {Z,% }dans {© ,@ j telle que P,(£ =8) =1 pour 
presque tout 8€ 0. 


Un des processus stochastiques pour lesquels cette condition est 
réalisée est celui qui a été traité par Doob dans (3). 


Avant d'exposer le résultat de Doob, notons d'abord que si À et 
B sont des ensembles de Borel de même puissance situés dans des es- 
paces métriques complets séparables on peut trouver une application 
biunivoque + de A sur B telle que + et sa fonction inverse 9: soient des 
fonctions de Baiïire. Si À et B sont des G, on peut même supposer que 
9 et #1 soient des fonctions de la première classe de Baire (4). Par 
conséquent, au lieu de considérer des paires {v ,@ }où © est unensem- 
ble de Borel dans un espace métrique complet séparable et (3 estle 
corps de Borel de ©, on peut le plus souvent se ramener au cas où ® est 
l'intervalle [ 0, 1] et «® son corps de Borel. Il en va de même pour les 
espéces de valeurs de variables aléatoires. 


Le cas le plus simple des processus stochastiques est alors celui 
où N est la suite 1, 2,... n, .. des entiers positifs et où les X; sont 
des variables aléatoires ordinaires indépendantes et de même loi. Sup- 
posons que ® soit un ensemble de Borel dans un espace métrique com- 
plet séparable et que @ soit son corps de Borel. Pour abréger nous di- 
rons que {© , @ } est un espace Borelien. Supposons de plus qu'à chaque 
8€ ilcorresponde une distribution F, pour la variable X;, que 8, # 8, 
entraîne F,, # F,, etque pour tout ensemble Borelien A la fonction nu- 
mérique 6——F, (A) soit une fonction de Baire. 


Ontrouvera dans (3) une démonstration du fait que dans ces con- 
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ditions il existe des applications mesurables £& de {®, &,} dans{o ,@ } 
telles que pour presque tout 8€ © la fonction £&, tende presque surement 
vers 6 pour la mesure P;. Pour notre but, il suffit de remarquer qu'il 
existe dans ce cas particulier une application mesurable £ de{ &, %} 
dans {® , @} telle que P, (£ =8) = 1 pour presque tout 8€0. 


Pour illustrer les applications possibles de ce fait prenons pour 
{à,; CH'espace {© , @ } lui-même. Prenons pour W, la fonction définie 
par W, (9, t) = min { 1, dist (0, t) }. Le théorème montre alors que les 
solutions de Bayes asymptotiques pour ce système sont convergentes 
pour presque tout 8€, 


On peut d'ailleurs montrer qu'il n'existe pas en général d'esti- 
mation qui soit convergente pour tout 8€. 


Il est aussi très facile de construire des exemples satisfaisant à 
des conditions beaucoup plus strictes que les précédentes où la méthode 
du maximum de vraisemblance ne mène qu'à des estimations qui ne sont 
jamais convergentes,. 


Reprenant le cas où {® , &@ } est un espace Borélien, mais sans 
autre hypothèse sur les®,, &,et F4, , l'existence d'estimations con- 
vergentes entraîne toujours que tout élément de £ est accessible mais 
la réciproque n'est pas exacte. 


De façon précise, soit un système satisfaisant aux hypothèses (1) 
(4)ettelque{® , @} soit un espace Borélien muni de sa distance p.Soit 
Q l'espace des fonctions numériques bornées uniquement continues sur 
{®, p}. Pour que tout élément de # soit accessible, il faut et il suffit 
que tout élément de Q.soit accessible. Il faut et il suffit aussi que pour 
toute sphère V de © la fonction caractéristique I, de V dans » soitacces- 
sible. Cette condition est évidemment beaucoup plus faible que la con- 
dition d'existence des estimations convergentes. 


En fait on démontre aisément le résultat suivant : 
Proposition 2 - 


Si{o,@& , P}est un espace Borélien, pour que tout élément f de 
# soit accessible il faut et il suffit qu'il existe une famille {E6,,ne N} 


telle que &, soit une application mesurable de {®,, @, } dans {® ,@} et 
que pour tout € > 0,P , {Pp (6,0) > €} tende vers zéro en mesure pour 
la mesure. 


Cette proposition, ou des propositions analogues permettent sou- 
vent de simplifier énormément la recherche des solutions de Bayes 
asymptotiques. En effet on en déduit immédiatement le ‘principe de 
localisation" suivant. 


Proposition 3 - 


Supposons que les hypothèses (1) - (4) soient satisfaites, que 


{© ,@, p}soit un espace Borélien et que les conditions de la proposi- 
tion précédente y soient satisfaites. Pour tout ensemble de Borel Vde 


9 soit u, la mesure définie paru, (B) = u (B MN V). Soit Sn 


une famille de règles de décisions. 
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Pour que { T, } soit une solution de Bayes asymptotique par rap- 


portà u il faut et il suffit que tout point 80 possède un voisinage Bo- 
rélien V tel que { Le } soit solution de Bayes asymptotique par rapport 


ENRUe 


De plus si l'on connaît des estimations 6, , convergentes au sens 
de la proposition 2 et des solutions de Bayes asymptotiques locales" 
on peut reconstruire des solutions de Bayes asymptotiques par rapport 


s 


CUT, 


V - UN EXEMPLE D'APPLICATION : 


Il s'agit ici d'un exemple, choisi pour sa valeur illustrative et 
tout à fait analogue aux exemples traités dans (1). Le fait que cet exemple 
apparaît ici ne signifie nullement que le traitement qui en est exposé 
ici représente la façon logique d'étudier le problème pratique dont l'e- 
xemple est issu. En fait, on ne saurait trop déconseiller d'employer 
des méthodes à justification purement asymptotique dans des problèmes 
pratiques. 


Supposons que pour étudier la durée de vie des ampoules électri- 
ques d'une certaine marque on dispose de n ampoules que l'on fait fonc- 
tionner jusqu'à destruction. On pourrait observer les durées de vie de 
toutes les ampoules, mais pour gagner du temps on peut se limiter à 
les observer jusqu'à ce qu'une certaine proportion « d'entres elles aient 
cessé de fonctionner. 


En supposant les ampoules homogènes, on peut dire que les ob- 
servations ainsi recueillies sont les « n observations les plus petites 
parmi les n observations.sur un échantillon de n variables indépendan- 
tes ayant la même distribution. 


Pour généraliser ceci, nous supposerons qu'il existe une suite 
{X,, X,,... X,,... }de variables aléatoires indépendantes ayant une 
même distribution Q sur la droite réelle R munie de son corps de Bo- 
rel®.. Pour un nombre à«, 0< «x < 0, on relève les r (n) observations 
les plus petites parmi les n premières observations, en désigant par 
r (n) le plus grand entier ne dépassant pas & n. 


Avec les notations des sections précédentes, l'espace ©, est l'es- 
pace Euclidien à n dimensions et la tribu &,est précisément définie par 
la condition que les r (n) variables les plus petites soient mesurables. 


Pour avoir un problème statistique, nous supposerons que la me- 
sure Q appartient à une famille { Q, ; 6€0 } et que les mesures P,, sont 
déduites de Q,; à la manière habituelle, 


Faisons alors les hypothèses suivantes que nous conserverons 
dans tout ce qui suit. 


(H 1) - L'espace © estunouvert de la droite réelle et la tribu @ 
est la tribu de Borel de. 


(H 2) - Chaque espace {4, , C ,} est identique à {R, &,},c'est-à- 
dire à la droite réelle munie de sa tribu de Borel. 
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Ceci veut dire que l'on a affaire à un problème d'estimation. On 
pourrait supposer {4,, C,}=4{® , @ } sans changer quoique ce soit à ce 
qui suit. 

(H 3) - Les règles de décision disponibles {(espace(W,) sont toutes 
les règles mesurables pour... 


(H 4) - Soit F, la fonction définie par 
Fo (x) = QIX < x ] si Qo [X< x ] <a 


ER) IE ta SiQ, [X <xJ>a 


Pour chaque xE Ret chaque « la fonction0—F, (x) est une fonc- 
tion de Baire suro®. 


(H5)-Si0, #9, alors Fe, # Fo, 
(H 6) - Pour chaque 8€® la fonction F, est continue en x. 


On peut montrer d'abord que sous les conditions (H 1) - (H6)seu- 
lement,pourvu que les fonctions de pertes W satisfassent aux conditions 
habituelles, on est déjà dans le domaine d'application du théorèmel et 
de la proposition 3. De façon précise. 


Proposition 4 - 


Siles conditions (H 1) - (H 6) sont satisfaites et si H est une me- 


sure probabilistique arbitraire sur © alors toutes les fonctions de Baire 
sur @ qui sont intégrables pour a sont accessibles. 


De plus il existe des fonctions &, qui sont mesurables pour &, et 


telles que pour presque tout 8€® les£é, convergent presque surement 
vers 6 pour les mesures P,,4. 


Démonstration : 


Ceci ne découle pas immédiatement des théorèmes sur les pro- 
cessus stochastiques donnés plus haut puisque les &, ne forment pas 
une famille croissante. 


Soit S, l'espace des fonctions monotones non décroissantes telles 
que F (- æ) = O0 et F (+) =«, On peut supposer que $S, est métrisé par 
la distance de Paul Levy. C'est alors un espace métrique complet sé- 
parable. Soit ={F, ; 6€ } l'image de © dans S, pour l'application 
e—Fs. D'après le théorème de Lebesgue-Souslin ([5 ] (page 397) et la 
condition (H 5) l'ensemble $ est aussi un ensemble de Borel dans S, et 
la fonction inverse F, —0 est aussi une fonction Borélienne. 


Pour démontrer que toute fonction Borélienne intégrable sur 
{o, @ , u } est accessible il suffit donc de démontrer que toute fonc- 
tion uniformément continue et bornée sur S estaccessible. Ceci résulte- 
ra du lemme 2 ci-dessous. 

La deuxième partie de la proposition 4 est plus difficile à démon- 
trer. Comme nous n'aurons pas à l'utiliser, nous laisserons sa dé- 
monstration au lecteur. 
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Soit Q une mesure de probabilité non atomique sur{R, €, },et soit 


{X } une suite de variables aléatoires indépendantes de distribution 
Coirmine Q. Soit K un espace compact métrisable. Soit f une fonction 
numérique définie sur R x K et soit f(x, t,£)=f(x, t)six<E et 
RUE MÉTIERS TE rE 


Supposons que pour chaque tEK la fonction x —f (x, t) soit une 
fonction de Baire et que pour chaque xER la fonction t—f (x, t) soit 


continue en t. En outre supposons qu'il existe une fonction x—+H (x) 


telle que | f (x, t) |< H (x) pour tEK et xe T ettelle que de plus 
ENONCE) EC 


Alors, quel que soit e > O0 l'expression : 


agé 
OR es fie t, 6)Q (dx) |>e)} 


Prob { sup sup | 
ne t j=2 


m 


tend vers zéro quand n tend vers l'infini. 


La démonstration est simple mais un peu longue et sera laissée 
aux soins du lecteur. Il suffit de remarquer que pour tout € > 0 il existe 
une famille finie (g,, h.) de couples de fonctions intégrables pour Q tel- 
les que : 


te BK h; 


AE fhaa- Jaaa+r. 


3/ - Pour tout couple (t, €) il existe un i tel que : 
SX EP) en (R)ponrtoutr er 
Dénotons alors par Se une sommation étendue aux r (n) observa- 
tions les plus petites parmi les n premières. Le lemme précédent en- 


2 ras 1 &* : 
traîne que, sous les conditions de ce lemme æ DU (X;, t) converge uni- 


n 
formément en t vers : 


B 28 
ms f (x, t) Q (4 x) avec p tel que / Q(dx)=«. 


—@ 


On peut appliquer ceci à des fonctions du type f,(x) = 1six <uet 
* 
LR) 0 SI Ke u," La fonction Es u—? > f, (x) est alors l'équivalent 


empirique de la fonction F,. Le lemme 2 montre que cette fonctionF, 
converge sûrement vers F, dans S. 


Il est bien évident que sous les seules conditions (H 1) - (H6)il 
peutse faire qu'iln'existe aucune estimation convergente pour tout 8€ . 
Toutefois si pour chaque x la fonction 8—F, (x) est continue en 0 , il 
existe de telles estimations, Même sous des conditions beaucoup plus 
sévères, la méthode du maximum de vraisemblance peut fort bien 
n'être convergente pour aucun 8 de®. 
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Pour nous rattacher aux cas réguliers usuels de (1) et (5) nous 
allons maintenant imposer aux Q, des conditions de dérivabilité beau- 
coup plus restrictives. 


D'abord nous choisirons pour fonction de perte W, la fonction dé- 
finie comme suit : 


(H 7) - L'espace { 4 ,C, } est identique à { R,& };de plus W,(8,t) = 1 
Sols lcern, (6, t}=0-si Vn,lt-0l< a. 


(H 8) - La mesure probabilistique u choisie sur {0 ,@} est telle 
que u (B) = 0 si, et seulement si la mesure de Lebesgue À (BE) de B est 
égale à zéro. 


(H 9) - Il existe une mesure v finie non atomique sur & et des 
fonctions f (x, 8) telles que : 


Q;(A)= / f(x, 8) v(d x) 


À 
pour tout AE, et 8€0. 


(H 10). La fonction o (x, 0} ="log f (x,-8) est finie. 


Dans ce qui suit on dénotera par des ‘'primes' les dérivées par 
rapport à 6. 


(H 11) - La fonction®o admet des dérivées premières et secondes 
p(x, 0) = (x, 8)et s!(x, 8)quisontcontinuesene pour chaque xeR. 


(H 12) - Pour chaque 8€0 ilexiste un intervalle ouvert U, centré 
sur 68 et des fonctions H, (x) et K, (x) telles que : 


a) |e' (x, t) | < H, (x) pour tout tEU, 
DEP) ILE K, (x) pour tout tEU, 


&) mi H, (x) f (x, t) v (d x) <w pour tout tEU, 


a J K,(@éves 


= D 
(H 13) - Posons p(x, 6 )= i f(x; 8) v(dx)etq(x,6)=1logp(x,6). 
x B\8 
De plus soit 8 (9) le plus petit nombre tel que Th NON MCE) nc 


co 


L tité : :8(a) 11 
a quanti 2 (8) = -1 / 2 (x,0)©Q (dx) +{(l-<«)dg'[ 8 ÉD} 


est positive pour tout 8€. 


Les conditions (H 9) - (H 13) sont des conditions analogues aux 
conditions de régularité usuelles. Elles ne peuvent entraîner l'existence 
d'estimations convergentes. À fortiori elles ne peuvent entraîner que 
la méthode du maximum de vraisemblance soit convergente. Toutefois, 
l'ensemble des conditions (H 1) - (H 13) entraîne l'existence d'estima- 
tions qui sont convergentes.pour tout 8€0® , quoique même ainsi la ne 
thode du maximum de vraisemblance ne soit pas convergente. 
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Sous les conditions (H 1) - (H 13) les r (n) observations les plus 
petites parmi n possèdent par rapport àune mesure convenable une den- 
sité dont le logarithme a la forme : 


* 
0, (@)=c(n)+(n-r)q(y,,6)+2 o(x,, 6) 
avec pour y, la plus grande des r (n) observations. 


Soit Vunintervalle ouvert arbitraire tel que son adhérence V soit 
entièrement contenue dans@. Dans ce qui suit on désignera par éN un 
point de V tel que @n (6n,v) >% (t) pour touttEV. Il existe toujours de 
tels points puisque 0, est continue en 8. On appellera 6, , une estima- 


tion par la méthode du maximum de vraisemblance restreinte à V. 


Soit 8, un point de © et soient t et9 deux autres points de © assez 
voisins de 6,. Posons p = B (6,) et : 


(8,10) eo (6) ESC x) # (1=Ah are. Hate) 


+ 4: (TA) vi (x, SEAT) CE Id 


œ 
Iestclair que e estune fonction continue detet 8 et que e (8,, 6, ,8, )=0. 
On dira qu'un intervalle V contenu dans © ainsi que son adhérence V est 
un petit voisinage de 8, si les conditions suivantes sont satisfaites. 
1/-0,€ Vet VCoe 
2/- Pour t et 8 éléments de Vona le (8,,t,0)l< 5 o (8) 


O » 


3/ - L'ensemble V est tout entier contenu dans l'intervalle U, de 
la condition (H 12). ; 


Lemme 3 : 


Soit 9, un point de ®et soit V un petit voisinage de8,. Soit ê ,., 
une estimation par la méthode du maximum de vraisemblance restreinte 
à V. Si les observations obéissent à la loi induite par Q,, LENAMONSE 


1/- 6, tend presque surement vers t. 
2/ - Excepté dans des cas de probabilité totale nulle d' (8 ) est 
éventuellement égale à zéro. FE 


Démonstration : 


On peut écrire : 


A 


a + AR di(S 0) QUE SEE 


Ni EP 


HN pét (to :) 8e CAE) DIE 


! 


72 


' x 
NN TR RE ip 


n 


EAP) q (TA NO ZI 


Le) 


Pour 6, ett fixés et 0 V ona par l'hypothèse. 


lplx, t+A (8 -t)]] < H; (x) qui est Q. intégrable. 
}, t £ 
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Il résulte alors du lemme 2 que : [®, (8) -®, (t) ]lconverge presque 


certainement uniformément pour PE V vers : 
: 8 
A(e;t)=(1-«) [q(p,8)-q(8, Sa [o (x, 8)- 0 (x, t)] f(x, t) v (dx) 


avec B = (t). 
Puisque 4 est, pour t fixe, une fonction continue de 8 qui est toujours 


strictement négative pour 8€ V à moins que 8 = t, ceci entraîne bien le 
résultat désiré. 


Le second énoncé s'en déduit en remarquant que si ®, (8) atteint 
son maximum sur V la dérivée de ® (8) doit s'annuler au point où le 
maximum est atteint. 


Lemme 4 : 


Soit & un point de ® et soit V un petit voisinage de 8,. Si les ob- 
servations sont issues de la loi induite par Q, on peut écrire : 
1 x 


de (ONE = n (tif)? Lo (6,) He (os; nt)4 


où €, (6,, t) est une fonction aléatoire tendant presque sûrement unifor- 
mément pour te V verse l6;, t, 6 1 


Démonstration : 


Cela résulte encore du lemme 2 appliqué à la formule de Taylor : 
À 


Se “ és 2.n-Â-r 
(0-0, Gr) sn) Cf Gi -n 
1 


= il 
DA pen (ten pirater fon (a = e 


[eo] 


X 
ee (id) 


1 
Ho (t) à 
Soit À, la mesure de Lebesgue sur V normée de telle sorte que À, (V) =1 
et soit H, la distributiona posteriori de 8 étant données les r (n) obser- 
vations les plus petites des n premières variables et pour la mesure a 
prioriÀ, 


Désignons par G , la loinormale de moyennetet variance 
ny 


Posons encore : 
Fe 24 1 sus lee (Be H.(8) 4 
Be GG 
Lemme 5 : 


(Bernstein - Von Mises) - Silesconditions (H i)- (H 13) sont sa- 
tisfaites _… si LE variables observables obéissent à la loi Q; alors 


I G 5 converge presque certainement vers zéro quelque soit soil 
6, 


le petit’ te VA GE 0; 
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Démonstration : 


(I1 faudrait en réalité dire que l'on peut choisir H, de telle sorte 
que | G, 6,,, - H,|| converge presque certainement vers zéro) Le résul- 
est une conséquence à peu près évidente du lemme 4. 


La forme particulière de la fonction de perte W, donnée par (H 7) 
permet alors d'obtenir le résultat suivant : 


Proposition 4 : 
Pour un intervalle V soit S,, la mesure définie sur, x 6 par 
S,., (A x B) 4 P, 4 (A)A, (d8). 


si les hypothèses (H 1) - (H 13) sont satisfaites, pour qu'une suite de 


règles de décision (estimations) {T, , T,€ (4, }soit solution de Bayes 
asymptotique pour L ilfaut et il suffit que tout 3 possède un petit voisi- 


nage V tel que 


Vn | Eee MU | tende en probabilité vers zéro poursS,,, 


Démonstration - 


Cecitient aux propriétés particulières de W,. Soit V un petit voi- 
sinage de 8, . On peut supposer que 0 < inf {o2(8),8&V } < sup o°? (8); 
ae Moon 


L'expression : s Vno exp { - AE (tm élenare 
V2®= 2 
NE aIee .. 
1 1/2 x2 
ES IE a — x 
RS E. 


avec u = s Vn(t- 6) est une fonction strictement croissante de | u |. 
Il existe donc une fonction strictement croissante v'itellerques 


1 Vno (t) 
Vrir,-19>2 V #4 


exp { -5n(e-te (Led 


[VR IT, -t]] 


pour te V. Ceci entraîne : 


Ja Jw. (T6) Ed) me. do “a W, Lés,y 81P,,6 (dx) 


V 
+/J PNR Ré ARR ECO 


TE 


n 


en désignant par &, une variable qui tend vers zéro en Sn,v probabilité. 
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Ceci entraîne bien le résultat désiré, pour autant qu'on ne considère 
que les mesures À,. Le résultat complet est alors une conséquence im- 
médiate de la proposition 3. 


NOTE 1 : 


Posons : 


œo e 
2 -2 
BR CE eds 


Le résultat précédent implique aussi qu'une suite T, est solution 
de Bayes asymptotique siet seulement si R,[8, T ] tendeny - mesure 
vers p, (8 ). 


Il n'est pas certain que l'estimation obtenue par la méthode du 
maximum de vraisemblance satisfasse à cette condition. Ce sera toute- 


A 


fois vrai si 6 est convergente. 
NOTE 22: 


Même si 6 n'est pas convergente on peut former des solutions de 
Bayes asymptotiques par une méthode qui consiste essentiellement en 
ceci : onse procure une estimation consistente8, , ce qui n'est pas dif- 
ficile. On recouvre © de voisinages assez petits tels que les V choisis 
ci-dessus. Lorsque 8, tombe dans une partie intérieure à V assez pe- 
tite pour que l'on soit presque assuré que 8€ V, alors on substitue à 
8 l'estimation ê,w- 


Ceci peut se formaliser sans peine. 
NOTE 3 : 


On peut évidemment obtenir des résultats semblables pour d'au- 
tres fonctions de perte W. 


Puisque la proposition 4 vaut pour tout choix de a on peut en dé- 
duire sans autre calcul que si T, est solution de Bayes asymptotique 
pour un seul a positif alors : # {Un |T, -6||6} tend en u - mesure 
vers la loi de | X | ou X est normal de moyenne zéro et varianceo? (8). 
Ceci est vrai en particulier pour le maximum de vraisemblance 6, s'il 
est convergent. La proposition 4 entraîne alors que si { T'} est une suite 
quelconque d'estimations telles que { {\/n (T, -0 )|8 } tende vers une 
limite qui est normale de moyenne zéro et variance s°(9), on doit avoir 


s2(9) >o “ (8) presque partout pour la mesure u. 


C'est là, à la qualification ‘presque partout" près un résultat at- 
trobué à R. A. Fisher. Il a été démontré par J.L. Hodges que le résul- 
tat de Fisher n'est pas correct et que l'on ne peut mettre la qualifica- 


tion presque partout même si « = 1 et si : 


f (xs 0) = —}— exp {- (x=0) 7}, 


1 
Var 2 
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NOTE 4 : 


La situation couverte par les hypothèses (H 1) - (H 13) est un cas 
très perticutes d'une situation beaucoup plus générale décrite dans (7) 
sous le nom de ‘famille différentiellement asymptotiquement normale" 
Avec quelques modifications sur le choix des ô. de la proposition 4 reste 
valable pour toute famille différentiellement asÿmptotiquement normale. 


NOTE 5 : 


L'énoncé de Fisher sur les propriétés asymptotiques du maximum 
de vraisemblance a souvent été considéré comme signifiant Eute lemmas 
US de vraisemblance conduit à des estimations qui sont ‘les meil- 
leures'', On remarquera que tous les exemples où cette conclusion peut 
se vérifier autrement sont d'une nature extrêmement simple et extrê- 
mement régulière. 


Pour peu que l'on s'attaque à des situations plus compliquées, 
même satisfaisant à des hypothèses plus fortes que (H 1) - (H 13), le 
maximum de vraisemblance conduira à des estimations souvent ridicu- 
les. Onne saurait trop insister sur ce point. Il existe des cas, tels que 
celui des essais biologiques avec usage des probits, où l'on a écrit des 
livres entiers pour donner des méthodes de calcul du maximum de vrai- 
semblance, On peut affirmer sans crainte que, dans de tels cas, la mé- 
thode du maximum de vraisemblance n'est presque jamais une bonne 
méthode et que les calculs compliqués auxquels elle conduit ne peuvent 
se justifier par aucune considération d'ordre pratique. Il n'en serait 
pas forcément de même de solutions de Bayes. 


Enfin pour terminer, remarquons que quoique l'énoncé, même 
corrigé, de Fisher paraisse contenir une affirmation d'une portée con- 
sidérable, la portée de cette affirmation est toute entière dans l'es- 
prit des utilisateurs et découle d'une interprétation erronée du théo- 
rème. En effet le théorème 1 est presque aussi fort, ou peut être même 
plus fort et se rapporte à une situation où le seul lien entre les problè- 
mes successifs est la présence du même système {@6, @, u}. 


On conviendra que de tels énoncés ne peuvent avoir une interpré- 
tation pratique que dans des conditions tout à fait spéciales. 
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CONTRIBUTION A LA THÉORIE 
DES VALEURS EXTRÈMES 
Jean GEFFROY 


INTRODUCTION 


Le point de départ des recherches dont nous exposons ci-après 
les résultats fut l'étude de la convergence en probabilité du milieu d'un 
échantillon. On savait que, pour certaines lois, cette variable aléa- 
toire converge en probabilité vers une limite certaine quand lataille de 
l'échantillon croît indéfiniment. La première question que nous avons 
abordée fut de caractériser les lois des échantillons pour lesquelles 
ce phénomène se produit. Il était naturel d'essayer, en plus, de préci- 
ser le mode de convergence envisagé : peut-il s'agir d'une convergen- 
ce presque sûre, ou même presque complète ? 


À vant de pouvoir répondre - au moins partiellement - à ces ques- 
tions, nous fûmes contraint à un assez long détour. Afin d'établir que 
la stabilité en probabilité ou presque complète du milieu exige la sta- 
bilité similaire des deux valeurs extrêmes, nous dûmes préciser un 

‘peu l'indépendance limite de ces deux variables. Quant à l'étude de la 
stabilité des valeurs extrêmes, elle fut beaucoup simplifiée par une 
étude préalable de diverses majorations et minorations asymptotiques 
des valeurs extrêmes par des suites certaines. 


L'étude de la stabilité en probabilité de la plus grande valeur d'un 
échantillon a été faite par Gnedenko en 1943, Nous avons en quelque 
sorte complété son étude en nous intéressant aux valeurs de rang fixe 
à partir des extrêmes, et aux intervalles qui séparent ces variables 
(nous les appelons les mailles extrêmes). 


Sur les stabilités presque complète et presque sûre des valeurs 
extrêmes, qui font l'objet des chapitres 3 et 4 de notre travail, il n'y 
a - du moins le croyons-nous - aucun résultat antérieur aux nôtres. 


Les deux derniers chapitres sont consacrés à des questions assez 
différentes. Il nous a semblé intéressant d'exposer les méthodes de 
Gnedenko et Khintchine pour obtenir les formes limites de la loi de la 
plus grande valeur d'un échantillon, et de montrer comment elles se 
généralisent au cas de plusieurs dimensions. 
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Nous avons appris tout récemment qu'un mathématicien portu- 
gais, M.J. Tiago de Oliveira, venait de faire une étude détaillée de ce 
problème, mais nous ne connaissons pas encore ses résultats. 


Au chapitre 7, nous donnons quelques propriétés des échantillons 
de points à deux dimensions liées à la Théorie des valeurs extrêmes ; 
en particulier l'amorce d'une étude du ‘polygone d'appui" d'untel échan- 
tillon, entreprise sur le conseil de M.G. Darmois. Il est hors de doute 
que cette notion mérite un examen plus approfondi. 


Je remercie très vivement M. Darmois de ses précieuses sug- 
gestions, et de l'intérêt qu'il a bien voulu manifester pour nos recher- 
ches. Je dois une très grande reconnaissance à M. Dugué, qui nous 
fournit le sujet du présent travail et le dirigea avec une bienveillance 
inlassable que nous n'oublierons jamais. Je remercie également Mme 
Dubreil-Jacotin d'avoir accepté de guider nos études sur des questions 
qui nous étaient peu familières, et dont l'intérêt pour nos recherches 
futures est très grand. 


CHAPITRE I 


MAJORATIONS ET MINORATIONS ASYMPTOTIQUES 
DES VALEURS EXTRÈMES D'UN ÉCHANTILLON 


INR ODUCRIONS 


a) Echantillon ordonné. 

On dit qu'un ensemble de n variables aléatoires indépendantes 

X,, X,, ... X, ayant la même loi marginale F(x) constitue un échan- 
tillon de taille n de cette loi. On a : 


PO CNE rer e up DOUTE "25 0 


Soit (x,, X,, ... x,) une réalisation de l'échantillon. Ordonnons 
ces nombres par valeurs croissantes - ou plutôt, par valeurs non dé- 
croissantes, car si F(x) est discontinue, il y a une probabilité positive 
pour que certains des x, soient égaux. On obtient ainsi la suite : 


x *x *X 
X, < X 2 < .. < Xh 
* * x EX 
Nous appellerons X,, X,, ... X, les v.a. définies dans la mé- 
me catégorie d'épreuves que l'échantillon et admettant respectivement 
. . * *X . « 
pour réalisations *. er CeSsNarablesisontliée SRDArs 
XK x x 
EX EX 


Leur ensemble constitue un échantillon ordonné de taillende la loi 

F(x). On dit aussi que X, est la valeur de rang r de l'échantillon (X,, X,, 

. X,) ; cette expression est commode, bien que peu logique, car es 

n'est pas l'une des variables de l'échantillon, Selon cette terminologie, 

X, est la plus petite valeur de l'échantillon (X1, X,, ... X,), X, est la 
plus grande. 


b) Notations. 


Au cours du présent travail nous considérerons des suites d'échan- 
tillons de taille croissante d'une même loi, et nous étudierons leurs va- 
leurs dont le rang - compté à partir de po ou de * - est fixe. 
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Nous poserons : Y= Xi : Zf=X 8. 


Les variables Yet Ze où« etf sont fixes, seront appelées les 
valeurs extrêmes de l'échantillon. 


Nous remplacerons souvent Y! par Y, et Z, par Z,. 


(Yn + Zn) ; son étendue 


Dr 


Le milieu de l'échantillon sera : M, = 
FAN 


Plus généralement, nous pourrons faire intervenir de ‘'pseudo- 


milieux' M? - : (Y£ + ZË) et de ‘'pseudo-étendues"' R°F = Y®- Z£, 


c) Lois marginales. 
Il est facile d'obtenir les lois de Y®ou Z*. La quantité : 
F, 


Yn 


(REP ae) 


est la probabilité pour que toutes les variables de l'échantillon soient 
inférieures à x. 
Donc : 1% 


Yn 


(x) = F°(x). 
La quantité : RSC PRESS 


\f 
est la probabilité pour que (n - « + 1) variables de l'échantillon au moins 
soient inférieures à x. On partage cet événement en événements incom- 
patibles en supposant que le nombre de X, inférieurs à x est égal à 
NN I SOU QE, OU NACelardonners: 
Pen) Cu enit CO Less PU(e) lp CS PRE CV OLSRE CESSE 
+ (x) (1) 
Le même raisonnement conduit à : 


PEN (X) = MES ENT 


1-Eg (x) = Cros) [1 - F(x)JÆ#2 + CB? F 8-2 (x) [1-F(x) Mesa 


Z 


FA FA 
Il - LES CONVERGENCES STOCHASTIQUES - 


a) En plus des modes classiques de convergence d'une suite 
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de v.a. X,, nous utiliserons celui que Hsu et Robbins ont défini en 1947 
sous le nom de ‘complete convergence", Nous suivrons M. Dugué en 
l'appelant convergence presque complète, 


Rappelons brièvement les définitions des convergences classiques 
les plus importantes. 


1/ - LasuiteX,, dont la f.d.r. est F,(x), converge en loi (ou lé- 
galement) vers X, dont laf. d. r. est F(x), si F (x) - F(x) — 0 avec 1/n 
en tout point de continuité de F(x). 


2/ - La suite X, converge en probabilité vers X (qui peut être une 
v.a. Ou une quantité certaine) si : 


Pr{il X - X|<e}—> 1 quand n—« 
quelque soit le nombre positif e. 


Si X est un nombre certain, la convergence en probabilité équi- 
vaut à la convergence en loi. 


3/ - La suite X, converge presque sûrement (ou presque certai- 
nement) vers X si : 


Pr{f\ LRO PER ST 


quel que soit le nombre positife. 


b) Nous allons maintenant définir la convergence presque 
complète (ou presque complètement sûre). 


Définition. 


Etant donné une suite de v.a. X,, X,, ... X,, ... on lui associe 
lsuile nn XX, dont les variables sont indépendantes et 
telles que la loi marginale de X' soit identique à la loi marginale de X, 


pour tout n. 


On dit alors que X, converge presque complètement vers un nom- 
bre certain a si X! converge presque sûrenent vers a. 


THEOREME I - 


Si X, converge presque complètement vers a, il converge aussi 
presque sûrement vers cette limite. 
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Démonstration. 


e étant un nombre positif arbitrairement petit, appelons e, et e/ 
les deux événements suivants : 


cts} xs tante aan ete] ue Een) 


Si X, converge presque complètement vers a, il est presque sûr 
que tous les e' sont réalisés à partir d'un certain rang. Comme ces 
événements sont indépendants, le lemme de Borel-Cantelli nous mon- 


tre que la série Ÿ Pr {e!} est convergente. 
X ‘et X' Ayant même loi, ona-sPrie }=Prie) 
La série Ÿ Pr {e } est donc convergente. 
D'autre part, si l'on pose : 
Cu © De N @.} 
l'inégalité nous donne : 
1-5, = Pr{l) e< ÿ Pre 


Or le second membre de cette relation tend vers 0 avec 1/n puis- 
que c'est le reste de la série convergente ÿ Pr{ e,}. Il en résulte que 


w, —— 1 quand n —, et par suite il est presque sûr que tous lese, 
sont réalisés à partir d'un certain rang, ce qui établit la convergence 
presque certaine de X, vers a. 


On peut voir aisément sur un exemple que la réciproque de ce 
théorème n'est pas vraie. La convergence presque complète est donc 
plus forte que la convergence presque certaine. 


THEOREME 2 - 


La suite X, converge presque complètement vers a si et seule- 
ment si la série de terme général : 


1-F(ate)+F (a -e) est convergente pour tout e> 0: 
Démonstration : 
En effet, on a : 


PP EU = SEM) AERERE) 
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tout au moins si a +e et a -e sont des points de continuité de EE 


ce que l'on peut toujours supposer sans nuire à la généralité de la dé- 
monstration. 


| Pour que X, converge presque complètement, il faut et il suffit 
que, € étant arbitrairement choisi, le nombre d'événements CMSONt 
presque sûrement fini, c'est-à-dire que : 


JI1-F(a+te)+F (a-e)] soit finie. 


On peut évidemment décomposer cette condition en deux autres: 
et dire que la convergence presque complète de X vers a équivaut à : 


DPI-F{(ate)l<®, et JF (a-e)]l<o 
pour tout € positif, 


Remarque. 


Une suite de v.a. X, converge presque complètement vers une 
limite aléatoire X si (X, - X) converge presque complètement vers 0. 


Pour représenter les quatre modes de convergence dont nous ve- 
nons de parler, nous emploierons les symboles suivants : 


En Loi. > Cam ; en probabilité : nt ; presque sûre 
X—— X ; presque complète : Fee te 
Pp-S. PRE 
c) Application aux valeurs extrêmes. 
Supposons d'abord que la répartition de X soit limitée à droite, 
c'est-à-dire que la borne supérieure des valeurs de x telles que : 
F(x) < 1 soit un nombre fini a. 
ONMEIOrS EL LOUrITOUtN Se 


F (a -e) < 1 pour tout € > 0. 


Si l'on fait x = a - e dans la formule (1), chacun des monômes du 
second membre est majoré par n%?, F"-#l(a -e), 


Donc : Hotame)e dan, Pac) 


La série du terme général u = «n1Mnr-#l(a - 6) est conver- 


gente, car u,,, /u,—— F(a - e ). On en déduit que la série Di Fa (a -€) 
Li 
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est convergente et par suite, d'après le théorème 2 on voit que 
Y—— a 


NNp.COs. us 


Envisageons maintenant le cas où la répartition de X s'étend à 
l'infini vers la droite, c'est-à-dire le cas où F(a) < 1 quel que soit a. 


La série Y Fa (a) est alors convergente aussi grand que soit a, 
ce qui prouve que Ft 00 
Par symétrie, on a des résultats analogues pour Z,. 
III - MAJORATION ET MINORATION EN PROBABILITE DES V.E. 
L'étude que nous allons faire étant surtout intéressante dans le 


cas où la répartition est illimitée, nous pourrons supposer cette con- 
dition remplie. 


a) Cas des plus grandes valeurs. 
Définitions. 
Une suite de nombres certains b, majore Y en probabilité si : 
Pr {Y® <b,}—1 quand n——>x 


Cela s'écrit : NACRE 
P 


De même, une suite de nombres certains a, minore Y” en pro- 
babilité si : 


Pre Po Rica ele 
Gelasl'écrit: LCL 


Bien entendu, ces définitions peuvent s'appliquer à toute suite 


aléatoire X, et pas seulement aux plus grandes valeurs d'un échantil- 
lon. 


THEOREME 3 - 
On a Y, << b, si et seulement si : 
n [1-F(b,) ]——0 quand n— 
Dermême, a, < Y, si et seulement si : 


n [1-F(a)]——x© quandn— 
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Démonstration. 


Nous savons que : Pr { Y < b,} =F'"(b). Pourquecette quantité 
tende vers lquandn—« , il faut et il suffit que n Log F (b,) —0 avec 
1/n. 


Or, si l'on pose G(b,) = 1 - F(b,), il est clair que G(b,)— 0 si 
F"(b) ——1, et par suite : 


n Log F (b,) - n G(b,) 
ce qui établit le premier résultat. 
D'autre part, la relation a, S Y, équivaut à : 
F'(a,)——0 avec 1/n, ou n Log [1 - G(a,)]— -® 
Pour cela il faut et il suffit que n G(a,) —>+o 


Corollaire 3. 


Soit B(x) une fonction monotone croissante, et B° (x) la fonction 
inverse. La condition : Y << B(n) équivaut à : B°° (t) G(t)—>0 quand 
ECO 
Démonstration. 


Eneffet, pour que Y << Bin), il fautet il suffit que n G [B(n)]—0 
AGE P ù 
avec 1/n, et cela équivaut à x G B(x) —0 avec 1/x car, si x n'est pas 
entier, on peut écrire : 


CARE (TRES AC En DGA EE (a) 
en posant : MR set rl 


Quand x —— w, n —w, et les deux valeurs qui encadrent x G B (x) 
tendent vers 0. 


Le changement de variable : t = B(x) conduit alors à la condition 
indiquée. 


On verrait de la même façon que la condition A(n) << Y, équivaut 
à A-1 (t) G(t} —œ avec t, en appelant A(x) une fonction monotone crois- 
sante. 


THEOREME 4 - 


Si la suite a, minore en probabilité Y*, elle minore aussi en pro- 
babilité Y” quel que soit l'entier fixe v. 
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Démonstration, 


Pour démontrer ce théorème, il nous suffira de prouver que : 


a,<< Ye entraîne : a, << BA 
P 


Considérons les trois événements suivants : 


ét Dha ave) e, CU NS Aer RC OS tn 


n n 
e = fa: < d'A 
e! et e'' sont incompatibles, et l'ona:e =e'+e". 

n n n n n 


Les probabilités de ces trois événements sont donc liées par : 


- (NArE LI 
De ü, © n 


Puisque a, ee d'OS me quand n—, 


D'autre part, on a : 

D CF (a)l1-Fa)l<— Poe) ll FM 
et, à fortiori : CE ur GA) AE (A0) 

Lost Pop mG(a) En Eos le Ga) 

<a Log [n G(a,)] -(n-a) G(a,) 

D'après le théorème (3), n G(a,) ——+ avec n. On voit alors que 
le second membre de l'inégalité précédente est équivalent à - nG(a,), 
donc il tend vers - w quand n —+w, 


Il en résulte que 5'— 0 avec 1/n. 


De la relation & = &,- 5!, on déduit que &!'—> 1 quand n—«, 
ou encore que : 


TRE É:QIF.D: 
(2 


Remarque. 


Au lieu de faire intervenir tous les indices n, on pourrait ne con- 
server que certains d'entre eux formant une suite infinie n,. Il suffi- 
rait de remplacer n par n, dans la démonstration précédente pour voir 

a À : 
que : a, << Y, pour une valeur donnée de « entraîne la même relation 
pour toute valeur fixe de a. 
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THEOREME 5 - 


Si la suite b majore en probabilité Y”, elle majore en proba- 
LULU ME 
Démonstration. 


Il nous suffira de montrer que : 


Miésob, entraine Ve <<.b 


n n 


Considérons les trois événements : 


D DU CN De Feat y 


n n 


e! et e" sont incompatibles et tels quee =e'+e”. 


Les probabilités de e , e!', e" vérifient donc : 


En tt 
@ a 13 a; 


Par hypothèse Y << b,, donc &, —>1 quandn —>«. 


On obtient aisément : 


RC a Pis (h.)] — MN PQ TR 


niGtbo) ee (D) 


Bose (or 1) Los fn:G(be).16E (art DM BOE ML ENC((o rl € 


D'après le théorème (3), n G(b)——0 avec 1/n. Il en résulte que 
le secondmembre de l'inégalité ci-dessus est un infiniment grand équi- 
valent à (a«- 1) Log fn G(b,)] ; ainsi Log 5! ——>-% et & —— 0 quand 
mr 0 


+ _ — = — 11 
La relation & = &,- à! nous montre alors que &, —1quandn —®, 


c'est-à-dire que : 


de << bye CAOMAAD: 


Remarque. 

Les théorèmes 4 et 5 précisent le fait qu'il est impossible de 
séparer"! en quelque sorte deux des plus grandes valeurs, c'est-à-dire 
de touver une suite a, telle que : 


PET TN Sa SV 4e il quand n —>®, 
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b) Cas des plus petites valeurs. 


Les résultats relatifs aux Y/ se transposent immédiatement en 
résultats sur les Z? en observant que le changement de variable X! =-X; 
transforme un échantillon de la loi F(x) en un échantillon de la loi 
F'(x) = 1- F(-x) pour lequel -Z, estune des plus grandes valeurs. 


Par exemple, nous aurons ainsi : 
THEOREME 3! - 
On\ab cs Z, si et seulement. si: 
No) nr 0 quand n —. 
De même, V2, SAS si et seulement si : 


ANR) AVEC 


Gorolrairest# 
B(x) étant une fonction monotone décroissante, la condition 
B(n) << Z, équivaut à : 


B-1(t) F(t) — 0 quand t —-, 


Notons enfin que les théorèmes 3, 4, et 5 s'étendent sans modi- 
fication au cas où la répartition de X est limitée à droite. Si M est la 
borne supérieure de cette répartition, le corollaire 3 est valable à con- 
dition de remplacer ‘'t —+0" par "t— M". 


IV > MAJORATION ET MINORATION PRESQUE SURES DES V.E. - 


a) Définition, 


Etant donné une suite aléatoire X, et une suite certaine b,, nous 
dirons que b, majore presque sûrement X, si : 


Prf\{X,<b,}—»1 quandn—. 
Nous traduirons cela par le symbole : X, << bi: 


Les suites b, que nous considérerons ci-après seront toujours 
supposées monotones, 


Lemme 6, 


Soit Y, la plus grande valeur d'un échantillon (X,, X,, ... X ). 
Pour que Y, << D trlMautetEsSUEtitiqueR Em De 
Se pes. 
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Enieffet,Alinésalités Ep entraîne X <lb.. 


n° 


Donc : DER DSC NUEANINEE MID 
. p.s. 


Réciproquement, si X, << b,, à tout nombre positif € arbitrai- 
rement petit correspond un nombre p tel que : 


p £. 
A URSS 
On peut aussi trouver un nombre q > p tel que : 
p-1 E 
0 FXuerb.: >1-5 


En appliquant l'inégalité de Boole aux événements contraires des 
deux précédents, on voit alors que l'on a, avec une probabilité au moins 
égale à 1 -e€ 


AID ECS RTE Ab: 


SET 6) X UD 


P D St DIV 


Or, ces inégalités entraînent : 


NERO ENS cup EX LADI SE 


qg+1l qi? n 
Finalement, la condition Y, SU est bien vérifiée. 
THEOREME 6 - 
Pour que Y << b, il faut et il suffit que la série > G(b,) soit 
convergente. 5 


Démonstration. 


D'après le lemme précédent, la relation Y, LS b, équivaut à 
X, << b,. Les variables X, étant indépendantes : 
PeSe 


Pr{f}(X, < b,) } = [[L1- G(b,)] 
Pour que ce produit infini tende vers 1 quand n—w, il faut et 


il suffit que la série Ÿ G(b,) soit convergente, ce qui établit le théorème. 


Lemme 7. 


Considérons une fonction B(x) définie pour x > 0, et monotone 
croissante ; nous la supposerons même continue car, en réalité, ce qui 
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compte surtout, c'est la suite des valeurs B(n) = b, pus prend B(x) quand 
x parcourt la suite des entiers positifs. 


Dans ces conditions, l'intégrale / B7 (x) dF(x) est de même 


nature que la série Ÿ G(b,). (B-? (x) représente la fonction inverse de 
B(x) ). 


Démonstration. 


La série Ÿ G(b.) est à termes non croissants. D'après le théo- 
rème de Cauchy, elle est de même nature que l'intégrale : 


I = / GAIB(R)Midx 


© 


Effectuons dans cette intégrale le changement de variable : t = B(x), 


OU XL Bt). 


Elle devient : I = ; G(t) dB” (t) 


si l'on suppose que B(0) = 0, ce qui est toujours possible. 


À étant un nombre positif très grand, nous pouvons écrire, en 
RE par parties : 


je G(t) dB! (t) =|G{t) B:! (ie . [= B-1(t) dF(t) (2) 


LA 
A 


On a donc : DRE Bt) dE) < . G(t) dB” (t) 


LT) 
Si I existe, l'intégrale J = 4 B7'(t) dF (t) existe aussi,car 


A 
B_ (t) dF(t) est une fonction croissante de À majorée par I. 


Réciproquement, si J existe, on a : 


B-! (t) dF(t) > B-:(A) G(A) 


o 


ce quimontre que B-! (A) G(A)—0o avec 1/A,. Il résulte alors de la re- 
lation (2) que lexiste aussi, etest égal à J. Finalement la série Ÿ G(b,) 
et l'intégrale J sont de même nature, C.Q.F. D. 

THEOREME 7 - 


Pour que Y, << b, il fautet il suffit que l'intégrale / B-"(x) dF(x) 
existe. CA 


C'est là une conséquence immédiate du théorème 6 et du lemme 7. 
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b) Les résultats analogues aux précédents et relatifs à Z, 
sont les suivants : 


Lemme 6". 


b, ne Z, si et seulement si b, so 


THEOREME 6 - 


Pour que b, << Zn, il faut et il suffit que la série ŸF(b,) soit 
convergente. 


THEOREME 7! - 


Pour queb,<< Z,, il faut et il suffit que l'intégrale / B7(x) dF(x) 
existe. à 


On peut également envisager simultanément la majoration de Y, 
par b, et la minoration de Z, par -b,. On déduit des théorèmes 6, 6!, 
et 7! le suivant : 


THEOREME 8 - 


POUTIMeSNON PAIE Ch Z NET Mb ITU ets UutELtT ou 
PeSe 


pas. 
bien que la série Ÿ {G(b,) + F(-b,)] soit convergente, ou bien que : 


» +0 


BB (0) ei. B_(|x|) dF(x) existe. 


CEE 0) 


Remarque 


Le problème de la majoration presque sûre de ve n'est résolu que 
pour « = 1; quant au problème de la minoration p.s. de Le il n'est ré- 
solu pour aucune valeur de «. 


V - MAJORATION ET MINORATION PRESQUE COMPLETE DES V.E. 


a) Majoration p. co, de Y:. 
1/ - Définition. 


Etant donné une suite aléatoire En 2 Dao X,, associons-lui la 
suite aléatoire x DE PET DO dont les variablés sont mutuellement 
indépendantes et telles que X} ait même loi que X, pour toute valeur 
de n. 


Nous dirons qu'une suite (b,) majore presque complètement la 
suite (X,) si elle majore presque sûrement la suite (X'). 
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Nous écrirons alors : X, DE 
p-.co. 
On définirait de même la minoration presque complète de X,. 


Il résulte immédiatement de la définition de : X, << bn que cette 
peCO. 


relation équivaut à: D [1-HF, (b,)]< 


dE 


Propriété 


RSS D: CHATANNE REED 
p.co. p.s. 


La démonstration est analogue à celle du théorème lI. 


2/ - Nous allons chercher une condition nécessaire et suffisante 
de majoration p.co. de Yf par une suite certaine monotone DÉRILIREANE 
d'abord remarquer que si l'on a : Y° <<, bn On à aussi n# << b, et, d'a- 


près le théorème 5 : Y} << b,. Cela entraîne, d'après le théorème 5, 
P 


que n G(b,)—>0 avec 1/n. Le lemme suivant nous permettra d'obtenir 
la condition cherchée, 


Lemme 9, 
Etant donné une suite b, telle que n G(b,)—-0, avec 1/n, on a: 


n°G (b,) 
a! 


1 - Fye (b,) « 


Démonstration. 


Si F(x) est continue, un raisonnement immédiat montre que la 
probabilité élémentaire de Y, est : 


ni e x 
(heat De 00 0 AN RNSSMOUNERSSRS 
= n ! 


h-arme ol 1e GI EG (x) dGCE) 


ou : dF,a (x) = 
On en déduit : 


fl / [ 1 G(x)] na GT (x) dG(x) 


a. 


+@ 


Eneffectuant dans l'intégrale le changement de variable € = G(x) 
nAviente 


n ! 


G(x) 
Fa Gone arr (Se) és dé 


0 
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Or, ilestclair que la valeur de F,a (x) dépend uniquement de G{(x), 
et non des propriétés de cette fonction. L'expression ci-dessus est donc 
encore valable si G(x) - ou F(x) - est discontinue. On peut alors écrire, 
dans tous les cas : 


2G(b ) 
_ = SRE CREER ; se n-a <a-]l 
1 Fe (b;) (n - a)! (x - Du " CE €) £ d £ 
0 
One IG) me <PiMrquandire € (0; CG(b, 1 
Donc HS CG (DS) RSR CIRE D) ESA 


Le premier terme de l'inégalité tend vers 1 quand n—>x puisque 
n G(b,;)—0o avec l/n. Par suite : 


G(bh) a 
n! œu OC (b) 
rue iPe me / RS rmen nc 


(n-«)i ax 


et finalement : 


THEOREME 9 - 


Pourque W << b, ilfautet il suffit que la série Y[n G(b,)]* soit 
PeCO+ 


1 
convergente. 


Démonstration. 


En effet si cette série est convergente, n G(b,)—0 avec 1/net 
l'on a, d'après le lemme 9": 


1-Æe (b)=— Ln G(b,)]° 


. 
œo 


ce qui montre que D [1- Fa (b)]<o, donc que Y << b,. 
d n 


p.co. 
. . œ . di : 
Réciproquement, si Y, << bAAONnMAAAaUSSTTe << b, et par suite 
Pe Ê 


n G(b,)—0 avec 1/n. On peut alors écrire : 


nt) pocbil 
X « 


et puisque la série ÿ (MIRE Ko (best conversente tlassérie 
1 n 
Y [nG(b,)]* l'est également. CAQMEAD: 
al 
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THEOREME 10 - 


Etant donné une fonction monotone croissante B(t) qui tend vers 
MoN avecit, ON A. 


Ye En) si et seulement si l'intégrale : 
p-co. 


Le (BR) CG) dr) existe. 
0 


Démonstration. 


En vertu du théorème 9, il nous suffit de montrer que l'intégrale 
envisagée est de même nature que la série Ÿ n°G° [B(n)]. 


On peut écrire : 


n+l n+l an+l 
1e t*G°[B(n+1)]jdt 71 taCMIB(L)IEdt / t*G° [B(n) ] dt 


n n n 


D'où en appliquant la formule de la moyenne : 


en+l 


(0) GE IBQTE LE | t°G"[B(t)}] dt <'nF65")G LB) 


avec : OEACSEI Eu nt < O1 € 


La série ÿŸ n°G* [B(n)] est donc de même nature que la série : 


DIR = GN(B(t)] at = He t’GEE(t)Tadt 


”hn « 


Une intégration par parties nous donne : 


a+l a 


78 À À 
a ma À a a+ = 
J GB. CBS. ni t®2G2{ B(t)] dG [B(t)](3) 
0 0 


D'après cette relation, si l'intégrale : 


[e= ÿ t°G°*[B(t)] dt existe, 
0 ,+o 
l'intégrale : J = | t*7G%° [B(t)]dF [B(t)] existe aussi. 
0 
Réciproquement, supposons que J existe. On a alors : 


lim. | tPPd GG EB(0lEr = 0 
À + * A 


ét A iortioris: HA AE GCB(A)T EE 0 


La relation (3) nous montre alors que I existe. Finalement, nous 
voyons que la série Ÿn°G°” [ B(n)] est de même nature que l'intégrale J, 
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Or, si l'on effectue dans J le changement de variable : x = B(t), elle 
devient : 


J - | (B-!(x)]*" G%°(x) dF(x), et le théorèmeest établi. 


0 


Remarque. 


Considérons deux v.e. YA et 06 <a). Il est bien évident que la 
série D n°G<{(b,) peut être convergente sans que la série D n£G# (b) 
le soit. Autrement dit, on peut avoir Y® D sans que Y° es b, ait 

np, co. Hbc 0. 


lieu. La propriété de la majoration en probabilité qui fait l'objet du 
théorème 5 ne s'étend donc pas à la majoration presque complète. 


b) Minoration presque complète de 7° 


Par la symétrie que nous avons déjà indiquée, on déduit des ré- 
sultats précédents les résultats analogues relatifs à Z, : 


THEOREME li - 


Pour que b,<<, ZFilfautetil suffitoubienquelasérie Ÿ [nF(b,)” 
soit convergente, ou bien que l'intégrale F (B“(x))*1 FÉT (x) dF(x) 
existe. i 


On pourrait aussi envisager la majoration p.co. de Y, et la mi- 
noration p.co. de Z, simultanément. 


c) Minoration presque complète de Y°; majoration p.co. de 
Z8 


THEOREME 12 - 
Pour que a SA Y$, il faut et il suffit que n G(a,)— avec n, et 


que la série de terme général F'(a,) [n G(a,)] %* soit convergente. 


Démonstration. 
Effectivement, si a, << Y,, on a à fortiori a, Y:, ce qui en- 
p-Co. 
traîne n G(a,)—*. De plus, la série de terme général F,a (a,) est con- 
vergente. 


D'après la formule (1), on peut écrire : 


Hé Cam GG A2)EC 076) GU(G,) 


Ÿ n 
n 
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Comparons les différents monômes du second membre. Le rap- 
d (o] de rangpetp+lesté sr Po cer 
port des deux monômes de rangpetp £ a =D F(a) 
a - p est compris entre 1 et a - 1; F(a,)—1. 


- -} 2 G(a) 
CES D 


On a donc : —_—wravecin: 


Le second membre de (4) est donc équivalent à son premier terme : 
n a-]l 


F n-atl(a.) GS (a) D —, F"(a,) GTTaN 
(a=u)} 


4 ée  ((rc re) 
te D 

Puisque la série Ÿ F,2 (a,) est convergente, il en est de même 
pour la série Ÿ n1F"{(a) G%'(an). 


Réciproquement, si n G(ar)—>w, le calcul précédent montre que: 


ee n a-1l 
Fa (a) % 1 F (a,) G (an) 


(ar= 4) 
La convergence de la série DE [n G(a,)17} entraîne alors 


celle de Ÿ K« (a,), et finalement ona :a, << Y,. 
n peCco: 


Remarque. 


Etant donné deux v.e. Yet Li avec B > « une suite a, peut mi- 
œ . . . 
norerp.co. Ÿ, sans minorer p.co, Y,. Par exemple, choisisson a; tel 
que : 


1 
F” = 
(a,) ri (Lay 
On a : CRE Ve Un calcul immédiat donne : 
p,.co. 
Ln 1 
G(a,) = — d'où: bé n) © 
(a) + + ù (a) n Ga) == 


La série Ÿ F'(a,) n G(a )est donc divergente, et par suite a, ne 
minore pas p. co. x, Ainsi le théorème 4 n'a pas d'analogue en ce qui 
concerne la minoration p. co. 


THEOREME 12' - 


8 : ; 
Pour que Z° << a,, il faut et il suffit que n F(a,)—>® avec n, et 


p.«co 


que lasérie de terme général G"(a,) [n F(a,)] 8 soit converzente. 
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VI - SUR UNE CLASSE DE FONCTIONS MAJORANTES REMARQUA- 
BLES - 


1/ - Envisageons tout d'abord le cas où la fonction B(n) a une par- 
tie principale de la forme : k.n# (u > O). 


On a alors : B(x) + k x“ et si l'on pose : B(x) = t on obtient : 


1 
x = B(t)« (D) 


Appelons 91tl'un des trois modes de majoration de Y, considérés 
plus haut, et supposons que : Y . B(n). 


ce 


On a alors : Y, << e B(n), aussi petit que soit e > O, 


fi 1 
Eneffet, si l'on pose : B(n) = € B(n), il vient : bc (t) + ) Fe Gt 
l'on voit immédiatement que si B-*(t) vérifie lacondition ducorollaire 3, 
ou du théorème 7, ou du théorème 10, il en va de même pour Be (a 
Mais la relation : Y, . e B(n) pour tout € > 0 


PRE va 
équivaut à : B(n) 5° 
En résumé, on voit que pour la famille de fonctions B(n) consi- 


: 4 Yo 
dérée, laTCondition VV << /B(nhentraine 0; 
M B(n) A 


2/ - Il est facile d'étendre la famille des fonctions B(n) douées 
de la propriété ci-dessus. 


St Rx) on a: x=1pBiult) 


et si tee B(x) =, (x) 2 =B 7 ( 


D = By (t) 


Pour que B(x) possède la propriété, il suffit que B= 


joré quand t varie de 0 à +®, et cela pour tout € > 0. 


D'ailleurs, il suffit que le rapport introduit soit majoré pour une 
valeur donnée de € (<1), par exemple, € = 1/2 pour que cela soit vrai 
quel que soit e. 

B (2t) 


B= (E) << 1\ 


Hiretfet, asie 


il existe un entier m tel que € > 2°" et l'on a : 
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É : 
PAC NS (2 NB ET pen re) B7 (2t) pr 
CPR MMÉS SE CMAROME AS VAR PRE ER Er : re 
DC D (Es NE TE SD RE B{t) 
Remarque. 


En prenant B(n) - n, on retrouverait les résultats obtenus par 
Ne Dupuér(CiiINet ir): 


CHAPITRE II 


ÉTUDE DE LA STABILITÉ EN PROBABILITÉ 
DES VALEURS EXTRÈMES D'UN ÉCHANTILLON 


À - VARIABLES ALEATOIRES STABLES EN PROBABILITE - 
I - DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES - 


PA Une suite infinie de v.a.,X., X,, ....X.,... est.dite stable 


enprobabilité s'ilexiste une suite certaine a,, a,, ... a,, ... telle que 
(X, - a,) converge en probabilité vers 0, 


Remarquons que (X, - a,) converge alors en loi vers 0. Réci- 
proquement, si (X,- a,) converge en loi vers 0, elle converge aussi 
en probabilité vers 0 et la suite (X,) est stable en probabilité. Les liai- 
sons pouvant exister entre les variables X, ne jouent donc aucun rôle 
dans la stabilité de cette suite. 


Il résulte immédiatement de la définition précédente que si une 
suite stable (X,) converge en loi vers une limite, cette limite est pres- 
que certaine (Quandiln'y aura pas d'ambiguité à craindre, nous dirons 
l'stable'' au lieu de ‘'stable en proba'). 


2/ - La stabilité en probabilité d'une suite (X,) s'exprime aisé- 
ment à l'aide de la fonction de concentration de la v.a. X, ou de sa fonc- 
tion de dispersion. Rappelons d'abord les définitions de ces deux fonc- 
tions, qui furent introduites par M. Paul Lévy (I p. 43-44). 


a) La fonction de concentration Q(1) d'une loi F(x) est le 
maximum de la probabilité des segments de longueur 1 : 


Q(1) = Max { F(x +1 PONECX) ? 
x ) 
Ce maximum est toujours atteint, même si F(x) est discontinue, 
c'est-à-dire que parmi les segments de x'x dont la longueur 1 est don- 


née, il en existe toujours un au moins qui a une probabilité maximum. 


b) La fonction de dispersion « (a) estle minimum de la lon- 
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gueur des segments dont la probabilité est au moins égale à «a. Ce mi- 
nimum est toujours atteint, c'est-à-dire que parmi les segments de 
x'x dont la probabilité est supérieure ou égale à « il en existe toujours 
un au moins qui a une longueur minimum. 


Si Q(1) est continue et strictement croissante, « (a) est sa fonc- 
tion inverse. Mais si Q(1) est discontinue, ou présente des paliers ho- 
rizontaux, la relation entre w (x) et Q(1) est un peu moins simple. 


SEM EOREMENMSS 


Pour qu'une suite de v.a. X, soit stable en probabilité, il faut et 
et il suffit que Q (1) — 1 quand n —>« quel que soit 1 > 0. 


Démonstration. 


En effet, si (X,) est stable : 


L 
Fa +2) ee 1 quand n—, 


quel que soit 1 > 0. 


1 
or : QD >F(a,+9- Fa - 2 
et par suite : OUR ACHETE 05, 


Réciproquement, supposons cette propriété vérifiée pour tout 
1 >-0 ; on peut alors définir une suite de segments $S, dont la longueur 
tend vers 0 et dont la probabilité tend vers 1, ce qui entraîne la stabi- 
lité de (X ). 


4/ - THEOREME 14 - 


Pour que (X,) soit stable en probabilité, il faut et il suffit que 
&, (x) —>0 quand n—w quelle que soit la probabilité «> 0. 


Démonstration. 


Si la suite (X,) est stable, on peut associer à tout nombre positif 
e un entier N tel que l'inégalité n > N entraîne : 


Pr Rae rie 
et à fortiori : © ((œ)e2/e 
Réciproquement, si o, («)— 0 pour tout a > 0, on peut définir une 


suite de segments S, dont la longueur tend vers 0 et dont la probabilité 
tend vers 1, ce qui prouve que (X,) est stable, 
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Avant d'énoncer quelques autres propriétés des suites de v. a. 
stables, ilne sera peut-être pas inutile de préciser ce que nous enten- 
dons par ‘fonction inverse d'une fonction de répartition". 


IT - INVERSION D'UNE f. d. r. ; APPLICATION A LA STABILITE - 


1/ - Définition. 


Etant donné un nombre y de l'intervalle ] 0, 1 [ nous appellerons 
x = F (y) la borne supérieure des nombres £& tels que : F(£) < y. 


En vertu de la continuité à gauche de F(x), on a : F(x) <y ; d'au- 
tre part, il résulte de la définition même de x = F-? (y) que : F(x + 0) > y. 


Quel que soit h > 0, on peut écrire : 
HEC h)E y FC) 


Cela caractérise d'ailleurs la valeur x = F-}(y). 


2/ - Propriétés. 


a) F-1(y) est monotone non décroissante. 


Si F(x) est continue, F-1 (y) est strictement croissante et réci- 
proquement. Si in (y) est continue, F(x) est strictement croissante et 
réciproquement. 


b) F-"(y) est continue à gauche. 
Pour le voir, posons € = F-1(y - h), avech> 0. 
One EAU) Een 
Quand h—0, & a une limite 6, vérifiant : 
F(E HO) Ty EURET OX. 
Si l'on avait 6, < x, on aurait F(£, +0) < y, ce qui est impossible. 
Parsuite:e "#7, où lim. Fey h) F9 


c) Si l'on considère une variable Y répartie uniformément 
entre 0 et 1 et si l'on en déduit une variable X en posant X - FPS 
Prtid ro odetX esteF{x). En effet: 


PHONE) PE UE (Y) CRC) 
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Or, l'inégalité :F (Y) <xentraîne : Y < F(x), tandis que Y < F(x) 
entraîne : F 1(Y) < x. 
En remarquant que Pr { Y = F(x) } = 0, on en déduit : 
14e ME ee M SORA) 2 (69) 
THEOREME 15 - 


Soit une suite de v.a. X, ayant pour f. d. r. EF (x). Pour que cette 
suite soit stable, il faut et il suffit que : 


F-t(b)-F-!(a)}—0 quand n— 
quelles que soient les constantes a et b vérifiant : 
(ORNE EN SEMI 


Condition nécessaire. 


S'ily a stabilité, ilexiste une suite certaine (a,) telle que X, - a —0. 
p 


Aussi petit que soit le nombre positif e, on peut alors choisir n 
assez grand pour que : 


Fldresc) EEE (a, es) Ep 
On en déduit : 2 crc Cul) ae NE D) 
Donc : OF "(be Pan (a)tee 


Condition suffisante, 


Si F (x) satisfait la condition indiquée il en résulte que : 
Fe (le) (es) 0 quand n 


On peut alors trouver une suite «, dont le terme général décroît 
et tend vers 0 avec 1/n, et qui soit telle que : 


Fi (1-e)-F;"(e)—0 avec 1/n. 
En posant : Hotels acet Etl-e) =D ons. 
F(a) ehentret FR: (HI0)aS Mere: 


ce qui, compte tenu du fait que br - a, —0, prouve que X, - on 
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4/ - THEOREME 16 - 


Pour que (X,) soit stable, il faut et il suffit que, quel que soit le 
nombre certain a€]0,1/[ l'on ait : 


et 


Démonstration, 


La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu'elle est 
vérifiée s'il existe une suite certaine (a,) telle que X, - a,—0. A tout 
nombre € > 0, il correspond alors un entier N tel que l'inégalité n >N 
entraîne : 


-e)<a ADO (ae) "a 
d'où : dr LAN) a EE a) 
Finalement on a : 
(E"(a) 2,1<e pour n>N 
5/ - Corollaire 16. 


Considérons une suite certaine (a.), telle que à, < 1 et a, >0 
(&, et a, étant respectivement la plus grande et la plus petite limite de 
la suite). 


Dans ces conditions (X,) sera stable si et seulement si : 


FA (a,) a X,— 0. 


Démonstration. 


En effet, si cette relation est vérifiée, (X,) est stable. Récipro- 
quement, supposons que (X,) soit stable, Il existe un nombre fixe N tel 
que n >N entraîne : 


aa, < D 
avec : DES AIDE 
He (ASE (D) 


n 


On en déduit : 12) 


/\ 


Or quand n—«, X, - (a) 0 d'après le théorème 16 et 
F2 (b) - F, /(a)—0 d'après le théorème 15. 
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En fin de compte, il s'avère exact que X, - Fr (a) —0. 

6/ - Afin de pouvoir effectuer certaines démonstrations par l'ab- 
surde, nous allons donner ici quelques indications sur la non-stabilité 
en probabilité d'une suite aléatoire X,. 

On peut obtenir des propriétés caractéristiques de la non-stabi- 
lité en prenant le contre-pied des propriétés caractéristiques de la sta- 
bilité qui ont été énoncées plus haut. 

Parexemple (contraire du théorème 15) : Pour que X, ne soit pas 
stable, il faut et il suffit qu'il existe deux constantes a et b de l'inter- 
valle ]0,1[ et une suite infinie d'entiers positifs N telles que : 

REA ES (a) LE pour n'eN 


1 étant une longueur fixe. 


Indiquons maintenant une propriété caractéristique moins immé- 
diate, mais qui nous fut plusieurs fois utile. 


THEOREME 17 - 


Soit une suite de v.a. X,, ayant pour f. d.r. F (x). Pour qu'elle 
ne soit pas stable, il faut et il suffit qu'il existe un nombre positif d et 
une suite certaine &,, définie pour des valeurs de n formant une suite 
infinie N, tels que : 


Ep (SN) 7 04 IEEE (Se End) 
p et q étant deux constantes. 


Condition suffisante. 
Qi LE On ac 
BA) EE) RME ET Ed) FER 
SEE > ENT 


FRS Ed) SENS) ESMERENTÉSS) RUES 


Il en résulte :Q, (d) < Max { 1 - p, 1 - q } pourtout n EN ce qui 
entraîne l'instabilité de X,,. 
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Condition nécessaire, 
Supposons X, instable. Il existe alors deux constantes a et b (vé- 


rifiant 0 < a <b <1)et un nombre positif 1 tels que, pour une suite in- 
finie N de valeurs de n, on ait : 


A (b}=F l(a)>1 


n 


Posons alors : F°'(a) + z “£n. On peut écrire : 
Fpa et HE,+)<F LR (b)] <b 


En prenant d = . on voit que la suite & , définie pour toutn EN, 


vérifie bien les deux conditions : 


Ets) an, Ter (eu 0) LerD 
III - STABILITE D'UNE SOMME DE VARIABLES ALEATOIRES - 


1/- THEOREME 18 - 


Si deux variables X, et Y sont stables en probabilité, leur somme 
Z, l'est aussi. 


Démonstration. 


Soit a, et b, deux suites certaines telles que : 
KE = a5—0 Er Ye b—0 


A tout nombre € > 0 arbitrairement petit, il correspond un en- 
tier N tel que, pour n > N: 


PRO a RER Re tReEt Pr MNT, ep, lee LEE 
On a alors : Pro Zne.a be" 7e NN 2e 
ce qui montre que Z, - a, - b;— 0. 


2/- THEOREME 19 - 


Si la somme Z , de deux v.a. indépendantes X,et Y,est stable en 
probabilité, chacune de ces deux variables est stable. 


lère démonstration. 


Soit w, (a) la fonction de dispersionde Z, ; w,(«)—>0 avec 1/n quel 
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que soita. Appelons «/(«) la fonction de dispersion de X,. D'après un 
théorème de M. Paul Lévy (I, p. 90) l'on a, par suite de l'indépendance 
de X,'et de Y;': : 


» 


wA(a) > wA(x) 


Donc w'(a}—0, ce qui entraîne la stabilité de X,. Enfin, on voit 
de même que Ÿ, est stable. 


Cette démonstration a l'inconvénient de ne pas s'étendre au cas 
où l'indépendance de X, et Y, n'est pas actuelle, mais asymptotique (la 
notion d'indépendance asymptotique étant d'autre part convenablement 
précisée). 


Nous allons donc donner une seconde démonstration, qui peut 
s'appliquer au cas de l'indépendance asymptotique moyennant une très 
petite modification. 


2ème démonstration. 
Soit Zn = Xn + Y,. Puisque Z, est stable si l'une des variables X»:5, 


Y, est stable, l'autre l'est aussi. 


Supposons alors que X, et Y, soient toutes deux instables, et ap- 
pelons F,(x) la f.d.r. de X. L'instabilité de Y, peut se caractériser 
en disant qu'il existe un nombre positif 1 et une suite infinie de valeurs 
de n, soit N, tels que : 


Pr Viral DS EDOurEnIEN 
quelle que soit la variable certaine a, k désignant une constante. 


D'autre part : 


2+0 


Pr (]X +Y, tal»i}e PriJYstetraleLYXes Fa to 


Puisque Y, est indépendant de X, : 
ErAESe trail JX ER BV A RE 


On en déduit : Pr IX ENS a IMMO DOUR MEN 


quel que soit a, ce qui prouve que Z, est instable. 


COLONEL 


Associons à chaque variable X, d'une suite aléatoire la variable 
X', indépendante de X, et de même loi. 
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Pour que (X,) soit stable en probabilité, il faut et il suffit que : 
Un ne X;—0 quand nn; 


Démonstration. 


Effectivement, si cette condition est réalisée, X, et X! sont sta- 
bles d'après le théorème 18. 


Réciproquement, siX, est stable, il existe une suite certaine a, 
telle que : 


dos: KP = Khp0 


4/- Corollaire 19'. 


Soit y, (t) la fonction caractéristique de X,. Pour que la suite (X,) 
soit stable, il faut et il suffit que : 


lin. es (t) = 1 pour toute valeur de t. 
n= 


Condition nécessaire. 
Si (X,) est stable, on peut écrire : 
een CU 


où a, estun nombre certain etU, une v. a. qui tend vers 0 en probabilité. 
Oare 


donc : | o, (til = les. (t) | 


Quand n—®, p, (t) —>1 pour toute valeur de t ; il en résulte que: 
| ?, (t) |——1 dans les mêmes conditions. 
Condition suffisante. 


Supposons X, tel que : 
limiufgsa(t)l =" 1 
n=œ 


pourtout t. Associons à X, une variable X,, indépendante et de même loi, 
et posons : 
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On a : | pz (t) = Pnt). Pntt) = | Ph (t). |° 
Ainsi, 92, (t}—1 quand nv, donc Z,—0 
On peut en conclure que X,est stable, d'après le corollaire 19. 
B - STABILITE EN PROBABILITE DES VALEURS EXTREMES 
D'UN ECHANTILLON - 


IV - ETUDE DE LA STABILITE EN PROBABILITE DE Yn - 


1/- Lemme 20. 


La f.d.r. de la plus grande valeur Y, d'un-échantillon étant : 


= 


on a : F:"(yÿ) = F'(y") quel que soit yEe]0,1!. 


Démonstration. 


En effet, six = F--(y), cela équivaut à : 


RÉ) RE ON PTE) IS DOUDOU UE 


Hr 


OtNenCOres F(x +h) >y' COM EE Sn) EST 
Il résulte de ces deux dernières inégalités que x = F_ (y ). 
2/- THEOREME 29 - 
Pour que Y, soit stable, il faut et il suffit que : 
Ft . = PCIe À) —0 quand n—« 


quels que soient a>0et B>0 (ax <B) 


Condition nécessaire. 


On peut toujours choisir deux nombres a et b tels que : 


4 


tx als Qet DORA en 


Quand n est suffisamment grand on a : 
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Donc : 
a D nr 11e (0) -r- 0 
Or, si Y, est stable, F7! (a) - F;-1(b)__;,0, avec 1/n, et par suite: 
mi ED SAT B n 
rl =) IS AT le #0 
ce qui, d'après le lemme précédent, équivaut à : 
Pt A mets me 
19 23 — a (0 A ne 


Condition suffisante. 


Soit a et b deux nombres quelconques de l'intervalle ]0,1[, a 
étant par exemple le plus grand des deux : Il s'agit de prouver que : 


F:"(a) - F-*(b)—0 avec 1/n. 
Choisissons deux nombres positifs « et B, vérifiant les conditions : 
Er L'OR MESENS 
Pour n assez grand, on a : 
RENE 1 
aller es gi ) 
Donc : 
0<F? (a)-F (b) <F[-%"I- Fr [(1- 0)" 


8. 


La dernière expression est identique à 1 GS =) -F(1- net 


ceci tend vers 0 avec 1/n par hypothèse. Il en résulte bien que : 
F;-(a) - EF; (b)—0 avec ‘1/n. 


3/- Remarques. 


a) Précédemment, nous avons associé à toute f. d.r. F(x) 
la fonction G(x) = 1 - F(x). De même, il sera commode de poser : 


CAE (AE À) 
Si G(x) a une fonction inverse au sens usuel de ce terme, elle 


coïncide avec G°! (t). Sinon, il est facile de voir que l'égalité x = G° (t) 
entraine : 


GX OME t < G(Xx). 


Pour que Y, soit stable, il faut et il suffit que : 
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GAS GR É— 0 quand n—w 


quels que soient «et PB positifs. 
b) Si Y, est stable, on a : 
F-1(1- S - Y—0 quand n—, 
quel que soit a > 0. 
Cela résulte immédiatement du fait que : 
HO SA E (T-STere(e"t)rer (0e) 


4/- Lemme 21. 


La condition : F-(1-7) RFÉCLE F0 quand n—>x quels que 
soient «et B positifs équivaut à : 


F(1- at) -F-1(1- Bt)—0 quand t—0 
la variable t étant continue. 


Démonstration. 


Si la 2ème condition est satisfaite, la 1ère l'est évidemment aussi. 
Etablissons la réciproque, en supposant par exemple a < B, Soit n la 
partie entière de 1/t. On a : 


19 ANG QE LR 


donc : LE PE ET /n 
x . B 
et 1 at en ; 1 Bt > ail : 


Or, on peut toujours trouver une constante «' telle que, pourn 
assez grand, l'on ait : 


On peut alors écrire : 
! 
1-at <1-*< ; TR 
n n 
d'où : 


O<Ft(i-at-F'(1-py<rt(-£)-F(1- 6 


Quand t—0, n—>, et la quantité positive : 
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Fe (ot) Far (1 pt) 
est majorée par une quantité qui tend vers 0 ; elle tend donc bien vers 0. 
5/ - THEOREME 21 - 


Y, est stable en probabilité si et seulement s'il existe une cons- 
tante positive k # 1 telle que : 


G=(t) - @7 (kt)—0 quand t —0. 


Démonstration, 


a) Soit k une constante positive donnée, et supposons Y, sta- 
ble. D'après le théorème 20 : 


k 
G( - G”1 ir) avec 1/n donc, d'après le lemme 21: 


G”!(t) - G7° (kt)—o avec t 


b) Supposons maintenant que, pour une certaine valeur posi- 
tive de kf 1 que l'on peut prendre supérieure à 1, on ait : 


GT (GT (kt)—50 avec t 
SHREK ON A AUSSI: 
G°1(t) - G-1(k't)—0o 
car G-"(t) est une fonction non croissante de t,. 
D'autre part, on voit que : 


G'1(t) - G-!(k4)—0 avec t 
en écrivant : 


GE (t)-G 2 (k2t) = [GE (t).- Gi (kt) + [G 2 (kt).- GT (k’t) 
Il en résulte immédiatement que : 
G? (t) - G-*(k't)—0o 
quel que soit k', donc que : 


G''(at) - G(Bt)—0 avec t 


quels que soient les nombres positifs « et. 
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Le théorème 20 nous dit alors que Y, est stable. 


6/ - Application aux lois discontinues. 


Supposons que, pour x assez grand, les valeurs possibles de X 
puissent être ordonnées en une suite croissante : x,, X,, ... X,, 
les probabilités respectives de ces valeurs étant p,, P2, +... Pn, +. 
Pour que Y, puisse être stable, il faut que x,,,- x; —0 quand j — ©, 


En effet, si l'on pose : 


1-m = Ÿp; 
on a : Hi (srl ed LOC PC PP ed LCA 2 O1) 
Donc : Fo(le ar.) PURE) Re 


Si Y est stable, le premier membre tend vers 0, donc x,,, - x, 
également. 


V - UN THEOREME DE GNEDENKO - 


1/ - La condition de stabilité du théorème 21 porte sur la fonc- 
tion inverse de G(x). Il est logique de la transformer en une condition 
portant sur G(x). 


Nous avons vu, lors de la démonstration du théorème 21, que 
si: G (t) - G-° (kt)—o avec t pour une certaine valeur de k(#1), 
celaest vrai quel que soit k. Il existe alors une fonction X(t) satisfai- 
sant à : 


GUN IC (xD o avec. (1) 
x(t}—t+o avec 1/t (2) 
Posons : Gt =x et CG (XD =x- (x) 


D'après la condition (1), e(x)}—=>0 quand x— 


One CSA) RACE) (3) 
CEE) ER AIG EE) (4) 
, G(x + 0) 1 
Donc : ace) tt) 
G(x + 0) 


Gites) 
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Puisque e converge vers 0 quand x—«, on peut écrire : 


: G(x) 2 
Pr CHER di” (L 
quelle que soit la constante h > 0 


Réciproquement, supposons que cette condition (5) soit satisfaite. 
Il existe alors une fonction e(x) tendant vers 0 avec 1/x, et telle que : 


G(x 
Goo 0) ” (avec 1/x 


Posons : x = G° (t) et x-e = G (xt) 


D'après les inégalités (3) et (4) : 


1 / G(x) 


x (+) < Ce te 0) 00 avec (Ex 


1 
Quand t—» 0, x —w, et par suite : —— —:0 


x (t) 
De plus, on a : 
Gt) GA (x t)=té(x) 0 avecit, 
ce qui entraine la stabilité de Y,. Enonçons le résultat obtenu : 


THEOREME 22 (Gnedenko) - 


La plus grande valeur Y, d'un échantillon est stable en probabi- 
lité si et seulement si : 


: G(x) : 
LÉ Goeh) 


quelle que soit la constante positive h. 


2/ - Un résultat présentant quelque analogie avec celui-ci, mais 
moins précis et moins général, avait d'abord été donné par Von Mises. 
Dans un article publié en 1943, Gnedenko mit en relief l'importance de 
la stabilité de Y, à propos de la recherche de la loi limite de cette va- 
riable. La démonstration originale de Gnedenko diffère de lanôtre. 
Nous croyons intéressant de l'exposer ici. 


a) Condition nécessaire. 


Dire que Y, est stable, cela revient à dire qu'il existe une suite 
certaine a, telle que, pour tout : 
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E > D:F(a, *e)—1 et F(4,-.€°) 0 avec {/n. (6) 


Puisque F'*{a,-e) <F'(a,-e), il n'y a aucun inconvénient à 
supposer que a,est monotone croissante. 


En prenent le logarithme des deux membres de chacune des rela- 
tions (6) on les transforme en : 


lim, [tnG(aswe)] = 0: lim, Pate. e)l= 060 
pour tout € > O0, 
À tout nombre t on peut associer un terme a, tel que : 
ANA de 


On a alorsr: Ga) GE) IG (a 


nie di) 
Gas e)>G(t-e) > G(a,-e) 


d'où l'on déduit : 


G(an::i te) < G(t +e) < G(an +e) 
G(ar - €) Gt=e) AG -HEE) 


Quand t—w, n—w, et les inégalités précédentes impliquent, 
compte tenu des relations (7) : 
Re = G(t ae ) 


En posant t te = xett -e = x - h, on retrouve bien la condition 
du théorème 22, 


b) Condition suffisante. 


Supposons la propriété ci-dessus vérifiée, et définissons une suite 
monotone non décroissante a, par 


1 
= 1  _— 
Au Pl ee) 
Ona.: GE POMPES GS ONE 


G(a,s te)  G(a,te) 
Gastro) G(a, ++ 


On peut écrire : ——0 avec l/n. 
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ce qui entraîne : n G(a, + :)—0. 


On établirait de même la deuxième relation (7) et de ces deux re- 
lations, vraies quel que soit €, on conclut à la stabilité de Y,. 


Remarque. 


Le théorème de Gnedenko fournit une condition de stabilité qui 
metenjeuun paramètre continu h tandis que, dans notre théorème 21, 
nous pouvons supprimer tout paramètre et écrire la condition : 


G'” (t) - G*(2t)}—0 avec 1/t. 


3/ - Notation. 


Il seracommode d'appeler 4 la famille des fonctions de réparti- 
tion pour lesquelles la plus grande valeur Y, est stable en probabilité. 
Indiquons une propriété de cette famille qui résulte immédiatement du 
théorème de Gnedenko : 


THEOREME 23 - 


SLR) y lntésrales: 


2 +0 


| x“dF (x) existe pour tout valeur de k > 0, 
CE] 


Démonstration. 
Pour le voir, il suffit d'écrire : 


+ n+l 
| x" dF(x) <(n +1) [G(n) - G(n + 1)]-(n + 1)G(n) 


n 


La série de terme général u, = (n + 1) G{(n) est convergente, 
car u,,, / U,—0 quand n—, etcela assure l'existence de l'intégrale 
+ 


x“ dF(x). La réciproque de ce théorème est inexacte ; onla met 
en défaut avec une loi de Poisson, puisqu'une telle loi ne vérifie pas la 
condition donnée au $ IV, n°6. 


VI - GENERATION DES FONCTIONS DE LA FAMILLE - #- 


1/ - Nous allons d'abord dégager une sous-famille importante de 
déjà obtenue par M. Von Mises. 


or 
CLEA 


THEOREME 24 - 


Soit f. d.r. F(x)ayant, au moins pour x assez grand, une dérivée 
RÉ )NENTISIE 
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Démonstration. 


Posons : W(x) = - Log G(x). D'après le théorème 22, la stabilité 
de Y, équivaut à : 
Lo M (NM (En) IE (8) 


quel que soit h > 0. 


La fonction W(x) est monotone et croît indéfiniment avec x ; elle 
a une dérivée pour les grandes valeurs de x, et l'on peut appliquer la 
formule des accroissements finis : 


W(x) - W(x-h)=hW'(E) avec x-h<6<x 
La condition (8) est évidemment satisfaite si W'(x)—>+wavec x, 


1%) 
_ G(x) 


ce qui établit le théorème car W' (x) 


Nous appellerons %, la sous-famille de formée par les lois vé- 
rifiant la condition du théorème 24, 


2/ - Ilest facile de préciser la relation qui existe entre, et . 
Pour abréger, nous dirons : 


a) Qu'une suite x, est du type $ si elle est monotone crois- 
Ste CRCRONSLACENTES M LEGÉOME SC, à OU) 


b) Qu'une fonction F(x) est associée à une fonction EF (x) si 
elle prend la même valeur pour une infinité de valeurs de x formant 
une suite x, du type S. 


On peut alors énoncer le théorème suivant : 
THEOREME 25 - 


Sila f.d.r. F.(x) appartient à, , toute f. d.r. associée F(x) ap- 
partient à 7, 


Réciproquement, à toute f.d.r. F(x) de‘, on peut associer une 
f, d.r. F,(x) appartenant à, 
a) Propriété directe, 


Soit une f.d.r. F,(x)e: . Si l'on pose, comme plus haut : 
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MAR) O0 MERE" (E 
nous savons que : 
W'(x)—+® quandn—+ « 


La f.d.r. F(x) étant associée à M(x), il s'agit d'établir que, 
quelle que soit la constante h > 0, on a : 


W(x)=W(x- h)— + © avec-x. (9) 


Puisque x,,, - x,——0 avec 1/n, il existe quand xestassez grand, 
deux indices p et q tels que : 


XXI NISRENEE CRE R< Re 


On a alors : 
W(x) - W(x -h) >2W(x,) - W(x,) = W,(x) - W(x,) 
Or, quand x—5o, x,-x,—h, et 
MG VE (ue RW (6)-=2 8 
d'où la relation (9). 


b) Réciproque. 


Considérons une f. d.r. F(x) € %. 
W(x) - W(x - h)—+ x avec x pour tout h > 0. 
I1 existe donc une suite x, € Stelle que : 


MIE MN(ÉE)=rreMavectes 


APPElONSEMEEN NET MPa les 
points de la on ÿ = W(x) d'abscisses 
ANR oh Rs: et W,(x) la fonction 


dont Le est la ligne polygonale 
MEME er MM 
Wok) = WM(XH) = W(x,,) - W(x,;)— tavecn. 
De plus, x,, -"x;=0. Les pentes des 
segments M, M,,, croissent donc indéfini- 
ment avec n. Par conséquent, la fonction 
FLE W, (x) a, sauf pour x E (x.), une dérivée 
7 Mar DE ce to W'(x) telle que : 
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W'(x)—2+ © avec x. 


D'autre part, ilestclairquel'on peuttracerun petit arc de courbe 
dont une extrémité est M, et dont l'autre extrémité &H est sur le seg- 
ment M,M,,,ouM,.,M,; qui soit tangent en M, à M,,M, (ou à M, Met 
en & à M, M,,, (ou à M,,M,), les pentes des tangentes àcetarcencha- 
cun de ses points étant au moins égales à la plus petite des pentes de 
M,,.M,et de M, M,,,. Cet arc sera à droite ou à gauche de M; suivant 
que la pente de M, M,,, est supérieure ou inférieure à celle de M, M, . 


Soit W (x) la fonction dont le graphique se déduit de celui de W, (x) 
en remplaçant la corde M,u, par l'arc M, u,. Cette fonction a une dé- 
rivée pour toute valeur de x , et LATE En de œavec x. 

Par suite, toute f. d.r. F (x) telle que : 

FRE exp M CON 


pour x assez grand appartient à #,, et est associée à F(x). 


3/ - Examinons enfin quelques cas particuliers. 
a) Considérons les lois ayant une densité de la forme : 


EME Ees en , k et % étant deux constantes positives. 


D'après la règle de l'Hospital : 


f 
lim = D — lines 


Donc : 
FLE SF, Ssiop2lLMeNP(S) ENST a 


La loi normale appartient à ‘7, (« = 2), tandis que la première 
loi de Laplace (« = 1) n'appartient pas à. 


b) Les résultats précédents s'étendent immédiatement aux 
lois telles que : 


(2 


G(x) = k.e* 
c) Supposons que l'on mette G(x) sous la forme : 


G(x) = e 20) 


On voit de suite que si a(x) 1 wo, F(x) E : ; si a(x) tend vers une 
limite finie, f(x) & 5. 
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VII - STABILITE EN PROBABILITE DE Ve 
THEOREME 26 - 


Y® est stable si et seulement si Y est stable, et cela quel que 
soit l'entier positif«, De plus, l2 différence V! - Y® tend alors vers 0 
en probabilité. 
a) Condition nécessaire, 
Supposons ve stable ; il existe alors une suite certaine astelle 
ME MDOU ROUTE IOE: 


(10) 


NÉS ALTER E (11) 


P 
La condition (19) entraîne évidemment : 


tin € Re LV 
p 


D'après le théorème 5 (ch. 1) la condition (11) entraîne : 


Y: LA NAES. 
P 
On a donc : Pr UT ae e } 1 quand n—« 
et par suite : YA .00 


P 


Cela prouve que Y’ est stable, et que Y - Yi—0. 


b) Condition suffisante. 
Si Y' est stable, il existe une suite certaine a, telle que, pour 


Éout ec 10 € 


“Ni re (12) 


La condition (13) entraîne Ve << 8 +e, D'après le théorème 4 
(ch. 1) la condition (12) entraîne : 
œ 


AA te EU EE dé 
[e] 


Finalement, on voit que Y,- a——0, ce qui prouve que Y, est 
Stable, et que: Y- Y 0. 
n n p 
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Corollaire 26. 


Poursquitnenr te. Ye soit stable en probabilité il faut et il suffit 
que F(x)E , ei dans ce cas toutes les v.e. (à droite) sont stables. 


Remarque. 


Puisque Y est stable pour tout a fixe, il existe une suite de va- 
leurs de & : à ,'&, .. 0n,...4tellenquess—+x avec netque Y, SOL 
stable. L'étude des suites «a, possédant cette propriété ne saurait être 
abordée ici, car d'os n'est plus une valeur extrême. Nous nous réser- 
vons de revenir ailleurs sur cette question. 


VIII - ETUDE DES MAILLES EXTREMES D'UN ECHANTILLON AU 
POINT DE VUE DE LA STABILITE - 

Nous avons vu que, si F(x)}E :, la différence Y* - va converge 
en probabilité vers 0 quelle que soit la constante «. Nous nous propo- 
sont maintenant d'étudier la propriété réciproque. Nous dirons que les 
différences Y* - Y“! (ou Z*! - Z°) sont les mailles de l'échantillon 


(mailles extrêmes à droite ou à gauche si a et B sont fixes). 


Lemme 27. 


Si d'a - Fr 0: F(x) appartient à . 


Démonstration. 


La f.d.r. de la différence Y, - Y? est : 


FC) [ n(n - 1) F°*(u) [F(x + u) - F(u) ] dF(u) 
Puisque d'ée = y? 
H 


—0, H,(x)—1 quand n —w quel que soit x > 0. 
POoSons Lx) = 1 ‘ 


(3). En remarquant que : 
ie | n(n -1)F"{u) [F(x+u) - F(u)] dF(u) 


on peut écrire : 


HET | n(n - 1 F°-/(u)G(u + x) dF(u)— 0 avec 1/n. 
| D'autre part, soit Y et Y' les plus grandes valeurs de deux échan- 
tillons ordonnés indépendants, de même loi MÉJMÉEE TL IS, CE NC & Ai 
SEL 8 ; ; 
D, (x) = / n F'(u + x) Fu) dF(u) 
On a vu (corollaire 19) que la stabilité de Y, équivaut à la conver- 
gence en probabilité de Y, - Y' vers 0. La loi de cette différence étant 


( 
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symétrique par rapport à 0, il faut et il suffit, pour que Y, soit stable, 
que : 


J n F'(u + x) F°-{u) dF(u)—1 quand n—w, 


pour tout x > 0, ou encore que : 


+0 


re J HAL Hu +rx) | F0 (u) du) -— 


-o 


nas: 


LUU UE x = GE x) EF (ut x) +, FF (ut x)] <nGlu+x) 


Par suite : 
2e | n?G(u +x)F°”(u)dF(u) < | n'G(u + x) F°*(u) dF(u) 
n° 
To - ————— 
d'où : JE MED) Le 
et puisque I, —0, il en va de même pour J,. CAQMES D: 


THEOREME 27 - 


Si Y, - My en appelant « un entier fixe, la f.d.r. F(x) ap- 
partient à #. 


Démonstration. 

Notre démonstration va consister à établir que Y° - d' 0 en- 
traîne *. - de REA et la conclusion découlera du lemme 2e 

La probabilité élémentaire du couple (X, Y”* )est 

Prius Y cu + du:v< y <v+rdv}l= 

RES OU Eee) NT - Fu) je: VaF(u) dE (v) 

im-a-D!(a-1)! 

Lafid-rade Vie 'ev est alors : 

TE Si n-a-1 a a 

ER - _ _ + 1 

HE rampe 5). FO (MAII- FN) - Li Sir + xl dE) 


Parhypothèse Y; - Vds 0, donc H,(x) —>1 quand n — « quel que 
SOEEAU, 


En remarquant que : 
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2 12 


| F°-%1{v) (1 2 F(v)]° dF(v) = 1 


-œ@ 


io 
CN rte GE 


l'on voit que : 
= n oh n-a-1l a 
Er a! (n-«-1)! | F (v) G(v+x) dF(v)—20 


-@ 


Il faut en déduire que I,—0 ; cela entraîne en effet : 
H,(x)—1 pour toutx > 0, donc Y - Y 0. 
n n p 


On voit aisément que si K—0 : 


+0 


- / ni G‘{(v + x) F°-!(v) dF(v)—0 


De même, I,—0 est équivalente à : 


7e +0 


NS | n°? G(v + x) F°-!(v) dF(v)—0. 


Les deux intégrales précédentes ont une signification très sim- 
pie : L, est l'espérance mathématique de la fonction [ n G(v + x) ]* rela- 
tivement à la répartition EF (v) = F'(v), tandis que M, est l'espérance 


mathématique de n G(v + x) relativement à la même répartition. 


F2 E,{inG(v#x)]"} , ;  "M,=E, (nG(vx)) 


Soit t une v. a. répartie uniformément entre 0 et 1. On obtiendra 


la répartition de v en posant : 


v=F(t)=r(#) 
On a donc : 
a l 
L, = E{(nG[x+ Fi (#)] )} = / (nG (x + F4 (47) ] J'at 
0 
SE 


L L 
M,=E{nGix+F dE PRE n'en TON dt 


© u0) 


Il s'agit de démontrer que la condition L——0 entraîne Mr—0. La 
fonctionw, (t)=n G [x + F7! (t5)] est monotone noncroissante.Appelons 


À la borne supérieure des valeurs de t telles que w, (t) > 1. On a : 


à si 
IE -/ [wm (t)]" dt + / [wm (t) 1° dt 
Donc : ‘ da Ne 


L' = | (RTE 0 


Se (6) 
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etre: 1 
pe - | [w (t)]* dt—0 
An 


LA 


Dans l'intervalle (0, À, ) on a : 


(EST (ONE 


et par suite : A 


M' = | ÿn (t) dt —0 avec t/n 
“0 
Représentons par (as (t) la fonction qui est égale à w, (t) dans l'in- 
tervalle (À,, 1) et qui s'annule dans (0, À, }. Elle est bornée dans l'in- 
tervalle (0,1) et, puisque : 
s 
Le | [wi (t)]* dt 0 
e 0 
[ w* (t)]— 0 en mesure dans (0,1). Ilen résulte la même propriété 
pour #(t), et ainsi l'on a bien : 
ea 
M = | y* (t) dt —0 
e 0 


Finalement, on voit que M —0 avecl/n, quel que soit x> 0. 


C.Q.F. D. 


Remarque. 


La valeur de 1a probabilité élémentaire attribuée au couple 
(X*, Y*- )n'estcorrecte que si F(x) est continue ; elle n'a qu'une signi- 
fication formelle si F(x) est discontinue, mais l'expression de H,(x) est 
exacte dans tous les cas. 


Nous pouvons résumer les résultats que nous possédons sur les 
mailles extrêmes (à droite) d'un échantillon comme suit : 


Corollaire 27. 


Pour que les mailles extrêmes à droite d'un échantillon de taille 
n d'une loi F(x) se resserrent indéfiniment en probabilité, il faut et il 
suffit que F(x)E 5. 


Remarque, 


Si F(x)> 9 quel que soit x, Z—- « p.co. quand n—>w, Ona, 
pour la stabilité de Z,, des théorèmes semblables à ceux que nous avons 
obtenus pour Y,. Nous croyons inutile de les énoncer. 
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C - STABILITE RELATIVE EN PROBABILITE - 
IX - EXTENSION DE LA NOTION DE STABILITE EN PROBABILITE - 


1/ - Etant donné une suite de v.a. X,, supposons qu'une fonction 
f(x) soit définie pour toute valeur possible des X,, et qu'il lui corres- 
ponde une nouvelle v.a. =, = f(X,). Ce sera le cas si f(x) est continue, 
par exemple (Cf Fréchet I, p. 52). 


Dans ces conditions, nous dirons que X, est ‘'f-stable en proba- 
bilité'"' si f(X») est stable en probabilité. 


Nous allons voir qu'en prenant : f(x) = Log | x | , on obtient la 
l'stabilité relative'' introduite par Gnedenko en 1943 dans son mémoi- 
re sur les valeurs extrêmes. 


2/ - D'après Gnedenko, une suite (X:) est relativement stable (en 
probabilité) s'il existe une suite certaine (a,) telle que : 


En supposant x, > 0, cela a lieu si et seulement si : 
Log(X,) - Log(a,) —1 
Parconséquent, la stabilité relative et la Log-stabilité sont alors 
équivalentes. Les résultats concernant la stabilité relative des v.e. 
d'un échantillon se déduiront immédiatement des résultats concernant 
la stabilité proprement dite (ou stabilité absolue). Ajoutons que ce lien 
très simple entre les deux modes de stabilité considérés n'a pas été 


signalé par Gnedenko,. 


3/ - Avant d'étudier la stabilité relative des v.e., comparons la 
stabilité relative (SR) et la stabilité absolue (S) d'une même suite (X,). 


a) S'il existe deux nombres positifs, a, tels que : 
PEUX CUP SIM on ECESRESS 


b) Si X;,— 0 : SR CS 
c)Si|X,|— 0 : SRE 


Ce dernier cas est celui qui va nous occuper maintenant. 
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X - STABILITE RELATIVE DE Y, - 
Appelons f(x) la f. d.r. telle que : 
F(x) RO) DOUTE (<) = 0 poux cul 


D'un échantillon (2 6. XX) de la loi F(x), nous déduirons 
un échantillon (X,, X,, ... X,) de la loi F(x) en posant : 


CRT US À 

eo | 

Si F(x) < 1 quel que soit x, Ur donc : 
Pre (Ye = ni quand 1/n—0. 


1 La stabilité (absolue ou relative) de l'une des deux variables Y°, 
Y,, entraîne donc pour l'autre la même propriété. 


THEOREME 28 - 
Y, est relativement stable en probabilité si et seulement si fes æ « 
F-{1-t)=F7 (1-kt) quandt—+09, 
pour une valeur positive de k # 1. 


Démonstration. 


Eneffet, la stabilité relative de Y, équivaut à la stabilité absolue 
de Log Y,. Cette v.a. est la plus grande valeur de l'échantillon : 


ÉTEE AVOCRE NEA O SEX 


[æ) 


Or, pour Es 


(EN PEN Log La jM=Pr ice) =\F(e) 


Si l'on pose : F: _(9=n, 
OHa F(e#)=n 

4 4 
d'où : SELON (TEE 0 (1) 


D'après le théorème 21, Log Yn est stable si et seulement s'il 
existe un nombre positif k # 1 tel que : 


88 JEAN  GEFFROY 


Et(1-t)-F'(1- kt)—0 ‘quand t — + 0. 


ce qui s'écrit: Log F'(1-t)- Log F°(1- kt)—0 


F'(1-t) 


Her ol CRONEND: 


owencore.: 


THEOREME 29 - 
Pour que Y, soit relativement stable, il faut et il suffit que : 


G(kx) 
G(x) 


=“ avec 1/x, 
pour toute valeur de k > 1. 


Démonstration. 


Eneffet, la stabilité relative de Y, équivaut à la stabilité absolue 
de Log Y et cette dernière propriété, d'après le théorème 22 a lieu si 
et seulement si : 


ra 0 1 tn20 
© © — 
[-F (Œ-h) avec 1/£ pour tou > 


ES SL PR CC, 
1-F= (£-h) G(e!) 
et l'on obtient le résultat indiqué en posant : 


h 


LHEN ), ke et 


Ce théorème a été établi de façon directe par Gnedenko, qui ne 
l'a pas rattaché au théorème 22. 


Notation. 


Nous appellerons € la famille des f.d.r, F(x) qui engendrent 
des échantillons dont les plus grandes valeurs sont relativement sta- 
bles en probabilité. 

XI - DETERMINATION DES FONCTIONS DE LA FAMILLE 6 - 


THEOREME 30 - 


Supposons que la f,d.r. F(x) admette, pour x assez grand, une 
dérivée f(x). Dans ce cas, F(x)E G si: 
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CPGE) DA bavec.r (14) 


Démonstration, 


En effet, la condition F(x) € { équivaut à F(ef)E & . Or cette 
dernière condition est réalisée si : 


(as 


e<. f(e) / G(e‘)—+o avec € 
et en posant x = e‘ le théorème est établi. 


Nous désignerons part, la sous-famille de € formée par les 
f. d. r. qui vérifient la condition (14). 


THEOREME 51 - 


Soittunesf.d.r, 6 (x)-appartenantàacd, "Sirunerf. d.r1F(x) coîn- 
cide avec F, (x) pour une suite croissante de valeurs de x telles que : 


MO AVEC, EURE Xe CON ON NRC 


Réciproquement, toute f. d. r. F(x) appartenant à € peut être as- 
sociée à une fonction F (x)EeG, de cette façon. 


Ce théorème résulte immédiatement du théorème 25, 


Exemples. 

1/ - Considérons la loi de Poisson : p, = e° = 
PDOsSan nr), Oona eG(x) = G(N) D, 

Soit un nombre quelconque k > 1, et m = [kx]. On a : 


g(kx) = G(m) = pipitrs 


Quand x-—>+w, m et n—>+« de telle sorte que m/n—k. Par suite, 
Pn+1 /Pna——0 et le théorème 29 nous permet d'affirmer que la loi en- 
visagée appartient à G. 


a 
2/ - Toute loi F ayant une densité de la forme e (a > 0) appar- 
tient à G (la lère loi de Laplace entre dans cette catégorie). 


ISA BDD E REAMIVENENSÈEROB MN BIDEPESDEN 


A 


En substituant ÿ°à Y®, et en faisant intervenir la v.a. =: = Log X, 
on déduit du $ VII les résultats suivants : 
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THEOREME 32 - 


« étant un entier fixe, Y* est relativement stable si et seulement 
si Y! est relativement stable. De plus, on a alors : 


POUR Can t 
Corollaire 32. 


Pour qu'une v.e. Y*soit relativement stable, il faut et il suffit 
que F(x)E SG, et dans ce cas toutes les v.e. (à droite) sont relative. 
ment stables. 


XIII - EQUIVALENCE EN PROBABILITE DES V.E. D'UN ECHANTIL- 
LON - 


D'après le théorème 32, si F(x}E G, ona:Y,… YS quand n—«. 
Etudions la propriété réciproque. ; 


THEOREME 25 - 


Y$ et vÉ étant deux v.e. d'un échantillon de la loi F(x), la rela- 


tion : 
RUE (15) 
entraîne : F(XHES. 
Démonstration. 
En effet, la condition (15) entraîne : Se se Ye 
Donc : Log 1 - Log . — 0 


Les mailles extrêmes (à droite) de l'échantillon formé par les 
variables =, - Log X; se resserrent indéfiniment en probabilité et par 
suite les v.e. de cet échantillon sont stables. Cela implique la stabi- 
lité relative des v.e. (à droite) de l'échantillon { Xi}. 


CHAPITRE III 


STABILITÉ PRESQUE COMPLÈTE 
DES VALEURS EXTRÈMES D'UN ÉCHANTILLON 


À - VARIABLES ALEATOIRES STABLES PRESQUE COMPLE- 
TEMENT - 


I - STABILITE PRESQUE COMPLETE - 


1/- Définition, 


UnesSuitede ve, x... eststable pD'co-msul existe 
unes suite certaine 4, 4, :.. a,, ... telle que X; - a, converge p.co. 
vers 0. 


Dans ce cas, en appelant F, (x) la f. d.r. de X:, la série de ter- 
me général : 


US EE (ar Me) (are) 
est convergente aussi petit que soit le nombre positife. 


Réciproquement, s'il existe une suite certaine a, telle que la sé- 
rie du, converge pour tout € > 0, il en résulte que X» - an 20 donc 
que la suite X, est stable p. co. 


2/ - THEOREME 34 - 


Soit Q, (1) la fonction de concentration de X,. La suite (X,) est sta- 
ble p.co. si et seulement si la série [1 - Q,(1)] est convergente aussi 
petit que soit 1. 

a) Condition nécessaire. 


Si (X) est stable p.co. il existe une suite certaine (a.) telle que 
la série de terme général : 


) 


D | 


1 F(a, +5) +8 (a - 
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converge pour tout 1 > 0, Or : 


) <Q, (1) 


Di 


(a +9) K (a - 


1 
donc : 1-Q(D<1-F(a +) +E(a-s 


et par suite, [1 - Q,(1)] converge quel que soit 1. 


b) Condition suffisante, 


Supposons que d [1- Q,(1)] converge pour tout 1. On peut alors 


trouver une suite L, de valeurs de 1 tendant vers 0 avec 1/n, et assu- 
rant la convergence de la série Ÿ [1-Q,(1,)]. 


Eneffet, choisissons arbitrairement une suite de nombres h, po- 
sitifs, tendant vers 0 avec 1/n, et posons u,(1) = 1 - Q,(1). Il existe 


alors une suite d'entiers n,, n,, ... jo vérifiant les conditions : 


\ l 1 eo de 
Sous: > u(h,) < (575... à M(h;) < (5)... 


2 ni) 


La suite l, étant définie par : 


1" HPOP hI<nSNi Ts, OnaA: 


œ N)-l Et Dee 
: u, (1,) à Yu,(h,) x Ni u,(h,) 1 LE ar Y u, (h;) + .….. 
n} n} no nÿ 
1 IE 1 
< —+(—)° + + (=)! = 
2 (5) ré (G) faéve rad 


La série Ÿ u,(1,) est donc bien convergente, 


Puisqu'il existe toujours unintervalle de concentration maximum 
on peut trouver une suite a, pour laquelle : 


Fi (as FD) ER (RQ; (1) 


Quel que soit «> 0, on a, quand n est assez grand, 1, < e ce qui 
entraîne : 


1 (a, +e ) F EteS Le €) > Q (1 


et : Le Fa ROME ee) Em ON) 
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La convergence de la série Ÿ [1 - Q,(1)] implique celle de 1a 
séries 


MATE (S Fe) era En iFpour- tout 270 
c'est-à-dire la stabilité p.co. de X. 
II - STABILITE PRESQUE COMPLETE D'UNE SOMME DE V.A. - 


1/ - THEOREME 35 - 


La somme Z, de deux v.a. X, et YŸ, stables p. co. est une v. a. 
stable p. co. 


Démonstration, 


Montrons que, a, et b, étant des suites certaines, les conditions : 


Re UN D 0 
peco. p.co. 
entraînent : 2 lent 1, )5c 0 


e étant un nombre positif arbitrairement petit, si l'on pose : 
PRES eDoe à Pro ble) lt. 

les séries Y a,et Ÿ P, sont convergentes. Or, on a : 

Po lab ie 20 BEI X a dee AV Dee 6 


La série Ÿ (a, +B,) est convergente, et l'on déduit de l'inégalité 
précédentesque Z;-(a,rb)0; 


Remarque. 


Il peut arriver que Z, soit stable p. co. sans que X, et Y, le soient. 
Toutefois, dans certainscéas, la stabilité p. co. de Z, implique celle de 
X,et Y. Nous donnons ci-après un premier résultat en ce sens, que 
nous généraliserons quand nous aurons introduit l'indépendance limite 
de deux variables aléatoires. 


2/ - THEOREME 36 - 


Etant donné deux v.a. indépendantes X et Y , si leur somme Z 
est stable p.co., elles le sont toutes les deux. 


Démonstration. 


En effet, puisque X, et Y, sont indépendantes, l'égalité : 
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ARE UN 4 
entraîne : Q, (1) > Q; (1) 
On a donc : 1 QT Q AU) 


et si Z, est stable p.co. la série d[1-Q,(1)] a convergente ; on 
déduitalors de l'inégalité Préc cdente, que Ÿ qi - A (1)] estaussicon- 
vergente, c'est-à-dire que X, est stable p. co. Même démonstration 
POUrVe 
3/ - Corollaire 36. 

Associons à chaque variable X, d'une suite aléatoire la variable 
X! indépendante et de même loi. 

Pour que X, soit stable p.co. , il faut et il suffit que : 


ne. DO QUeNT Un > 


Démonstration. 
Sicette condition est réalisée, X, et X} sont stables p.co. d'après 
le théorème 36. 


Réciproquement, si X, est stable p.co., il existe une suite cer- 
taine a, telle que : 


RNA SOMME XNA; TA 


peCOs 


ce qui entraîne : Se 
peCo+ 


B - APPLICATION AUX VALEURS EXTREMES D'UN ECHAN- 
TILLON - 


II =STABILITE PRESQUE COMPLETE DE Y,- 


1/ - Si Y, est stable p.co., il existe une suite certaine a: telle 
UE a—20. À fortiori, Y, est stable en probabilitéet : Y, - a:—0, 
Nous pourrons donc toujours prendre : dk 


Y, sera stable p.co. si et seulement si, pour tout © >0,"ona°: 
ee (condition C+) 


An - € a Y (condition C ) 
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La loi de Y, étant F'(x), les conditions C* et C sont respective- 
ment équivalentes à : 


JI1-F'(ante)]<o (GE) 
SF'(a - e) <o (Ca) 


On voit aisément que : 
1- F'(a, te) vnG(a +e) 
ce qui permet de substituer la série : 
YnG(ar +€) à la série Dir (arte) 


2/ - Le premier problème qui se pose est de caractériser la sta- 
bilité p.co. de Y, aussi simplement que possible. 


a) Etude de la condition C*. 
THEOREME 37 - 


La condition C* est vérifiée si et seulement si l'expression : 


1 Mie» dn(S) 
Door) Loal G'(x-e) 


existe pour tout € > 0. 


Démonstration. 
Posons B(n) = a,+e = (à ( 


D'après le théorème 10 la condition c* équivaut à l'existence de 
l'intégrale : 


210 


ER [B“!(x))? dF (x) 


-o 


1 
Or, la relation : B(t) = G” CAES 


nous donne : tee 60 GR) 


ce qui établit notre proposition. 
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b) Etude de la condition C°. 
THEOREME 38 - 


La condition C= est vérifiée si et seulement si l'expression : 
tk _Gx-e) tro 1 _ G(x-€) 
PS G°(x) sl G(x) L “ G°(x) Exp G(x) DURS 


existe pour tout € > O0. 


Démonstration. 


Posons u, = F'(a, -e}). Il est facile de voir que la convergence 
de cette série équivaut à l'existence de l'intégrale : 
1 - | Ft[G(5)-e] dt 
AT 


En effet, en posant : 


n+l »n+1l 
de M RES exp(tLF (G4(1- €] )dt, 
on peut écrire : 
sn+l sn+l 
| exp [t Log Fa, - es) ] dt < ve <] exp [t Log F(a 


« « 
n n 


e)]dt 


n+1 
ou, en appliquant la formule de la moyenne aux deux intégrales : 
exp [(n +6,) Log F(a,-e)] < v, < exp [(n + 9) Log F(a.,,. -6)] (1) 
avec OSSI OO RS 

Quand n—w, F(a, -e }—1, et par suite : 


XIE NI O MPa PU EE XD (NEO) E OS AT CRE IE 
n+l 
La double inégalité (1) nous montre alors que les séries Yu et 
Die sont de même nature, Dr, la convergence de Yv, coïncide avec 
l'existence de I, ce qui valide la première étape de notre raisonnement. 


Le changement de variable t = transforme I en : 


ff Los Es) an) 
: [ exp (ETS lése 


-œo 
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Pour achever notre démonstration, il nous suffira de montrer 
que, si l'existe pour tout € > 0, il en va de même pour l'intégrale : 


+0 


in = | exp È Etes") secs et réciproquement, 


ci G(x) G°(x) 
On peut écrire : 
Log F(x -e) = Log [1 - G(x-e)] = - Gx-e)[1+Pp(x-€)] 


où la fonction p (x -Ee)——0 quand x—>+ 
Soit e' un nombre choisi arbitrairement, mais supérieur à €, 


Puisque G(x -e )/G(x - e') —0 quand x—+ «, on a pour x assez 
grand : 


D «use <- C0 


La 2ème inégslité nous montre que l'existence de J entraîne celle 
de I. La lère inégalité nous montre que si I existe pour une certaine 
valeur de € , J existe pour toute valeur e'>e . Donc, si I existe quel 
que soit e >0, J existe également quel que soite. CHROME D: 


c) Comparaison des conditions C* et C_. 
THEOREME 59 - 


Si la condition C'est vérifiée, il en est de même de C7. La réci- 
proque est inexacte. 


Démonstration. 
Supposons que C* soit vérifiée. On a alors : 


je de 


et our tout 0. 
NE ES NO pour tout € > 


00) 


Dans ce cas, G(x)/G(x -e)—>0 quand x—. 


Le d 
La condition : J exp (- _— )) ë a A 


est bien vérifiée, car, pour x assez grand : 


Ge) 1 
ne - G(x) | G2?(x) É GARE) 
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Un exemple montre que C”_ peut être vérifiée sans que CT le soit. 
Il en est ainsi pour G(x) = exp(- x). 


En rapprochant les trois théorèmes précédents, on obtient le ré- 
sultat suivant : 


Corollaire 39. 


1 
Pour que Y, soit stable p. co. il faut et il suffit que E de ot 


existe pour tout € > O0, 


Remarque. 


Nous aurions pu arriver à ce résultat en partant du fait que la 
stabilité .p.co. de Y, équivaut à la convergence p. co.“de Y;.--V'.vers 
0, Y! étant une v.a. indépendante de Y, et de même loi. La méthode 
que nous avons employée est cependant plus fine, et nous a permis de 
constater que laloide Y, est en quelque sorte plus "concentrée" à gau- 
che de a, qu'à droite.Ce phénomène important sera la clef de l'étude 
de la stabilité presque sûre de Y.. 


4) Forme définitive de la condition de stabilité presque com- 
létesden 


p ne 
La condition indiquée dans le corollaire ci-dessus peut se mettre 
sous une forme beaucoup plus simple. 
Lemme 40, 
x étant une constante > 1, on a : 
e GT(x) 


Gi -e) dF(x) <w pour tout € > 0 


D) 


si et seulement si : 


Log G(x +h) / Log G(x}—+® avec x 
quel que soit h > 0. 


Démonstration. 


Supposons d'abord que : 


existe pour tout € > 0, On peut écrire : 
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Ne a-1 +0 = Rues k 
| | - dx) __ 
CHANT G (HE) CN OU & (x-e) SUR CHUEES 

: G”(A) 


: 
x 


G%*'(A -e) 


Quand A — +, le premier membre de cette inégalité tend vers 
0, donc aussi le second membre, Ainsi : 


‘ CEE 
lim, ee 2 = 0 quel que soit h > 0 
SALE SE Lo) 

EnposantW(t)= Los Gt) "celasslécrite 


WTA D)ENE +2) W(t)—>+ © avec t. 


n étant un entier arbitrairement grand, on a, quand t —2+ w : 


0 0 0 + + © © + © © + + © © © © + © © + © 


On en déduit : 


W(t+h)-(1 + LP w(t + co 


À l'entier n, il correspond donc un nombre t,, tel que t > t, en- 
traîne: 


W(t+h) lin 
RME D à 


: Le RP Ets 
Quand n—>+tw, l'expression (1 Lo) croit indéfiniment, et l'on 


a bien: 


bag = 0) our tout h > 0 
re TU) L 


Réciproquement, si l'on suppose cette condition vérifiée, on peut 
écrire 


Log G(x -e ) =A (x) Log G(x) 
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où A (x) est une fonction positive de x qui tend vers 9 quand n—3+,. On 
a alors: 


, Ga » À s 
0 Ée— CU l Gite} e) dF(x) 
En choisissant x assez grand, on peut écrire : 
1 
a - 1-A(x)(a+ 1) > - À (x}(a + 1) > - = 
4 
| "7 dF(x) 
Puisque : | œ 
Care G(x) 
212 al 
on a également : ] ie OU((S Eur: 


THEOREME 40 - 


Pour que Y, soit stable presque complètement, il fautetil suffit 


que : 
. Log G(x +h) : 
= + 
De Los G(x) œ quel que soit h > 0. 
Démonstration. 


En effet, la stabilité p. co. de Y, équivaut a : 


» + 


l _dF(x)_ <o pour tout € > 0 
Je Œ&se) 


et, d'après le lemme précédent que l'on applique en faisant « = 1, cette 
condition équivaut à : 


Log G(x +h) 


— + i > 
Log G(x) % avec quel que soit h > 0, 


CHOTEND. 
Notation. 
Dorénavant, nous désignerons par { la famille des f. d.r. F(x) 
telles que Y, soit stable p. co. 


IV - STABILITE PRESQUE COMPLETE DE Y° - 


Supposons que Y, soit stable p.co. et appelons (a,) une suite cer- 
taine telle que Y° -a,——0, 


psCOos 
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Etant stable p.co., Y$ est à fortiori stable en probabilité, et Y: 
possède aussi cette dernière propriété d'après le théorème 26. 
a 1 
On a alors : Y,- O0 
Nous pourrons donc prendre : 
sh 
dn = G re, 


La stabilité p.co. Y* équivaut à l'ensemble des deux conditions 
suivantes : 


san <<,.8n + € pour tout e > 0 (Condition C*) 
a, -E << oi) ar (Condition C;) 


a) Etude de C#. 
THEOREME 11 - 


Pour que la condition ca soit réalisée, il faut et il suffit que F(x) 
appartienne à X, 


1 
Posons : Be en C (= )IEEIE 
1 = 
et: B(DEG tt ne 
O . t=B! ) = 1 
Wa’: (x TES 


Le corollaire 10 du ch. 1 nous indique alors que la condition C* 
est équivalente à : 
; 6 pe +) 
K a | (EC (x LE ) 


-o 


dF(x) <w pour tout € > 0. 


Mais enutilisant les résultats établis au n’IIlI, d, on voit que cette 
condition équivaut à : F(x) E x GAQNE D: 


b) Etude de C;. 
THEOREME 42 - La condition C} implique C,. 


D'après le théorème 12 (ch. 1), la condition Ca équivaut à : 


DE (as = ln Gta se) ee 
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Or,*on peut écrire: 


W. = fa, -) In Gla -e)] 2e 


= exp{n Log [1 - Gare }] F(a- 1) LognG(a, -e)} 
<exp[-nG(ar-<)+(o- 1) LosnG(a;-Ee) = w; 


Pour n assez grand, On a : 


VRAIES) À 


On verrait comme au $I que w;' est convergente si et seulement 


MEN se eGere) 1 e 
L-| exp Le) cts) dF(x) < 


SE 


Or, l'existence de K entraîne celle de L. En effet, si K existe, 
le rapport G(x)/G(x - €) tend vers O0 quand x—>+x et l'on a, pour x 
assez grand : 


G{x -e') 1 G- x) 
GE Ë 2G(x) | G&) _GHx ec) 


Corollaire 42, 


Pour que Ve soit stable p.co., en appelant « un entier donné, il 
faut et il suffit que F(x)e x. 


De plus, on a alors, quel que soit l'entier 8 : 


Ya - YÉ——,0 


p.co. 


V - ETUDE DES MAILLES EXTREMES - 


Nous venons de voir que, siF(x)e 4 , toutes les mailles extrêmes 
Yi- Y;: tendent vers 0 p.co. Pour établir la réciproque, nous emploie- 
rons le lemme suivant : 


Lemme 43, 


Soit une série dont le terme général est de la forme : 
sl 
u.= | f,(t) dt 
“0 
avec f (t) >0 et mesurable dans [0,1]. 
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Supposons que, pour tout t E[0,1], Yf,(t) ait une limite © (t) 

1 
quand n—w, cette limite étant bornée dans [0,a ] quel que soita < 1. 
Dans ces conditions, la série (u,) est de même neture que l'inté- 


grale : 


| © (t) dt 
0 
Démonstration. 
Posons : o,(t) = £(t). 
ah si 
On a : Se Ca pe nent) o (t) dt 
EAO 


Remarquons que, dans tout intervalle [ 0,a] (avec a <1) ® (t) est 
mesurable, En effet, elle est bornée et c'est la limite d'une suite de 
fonctions mesurables. D'après un théorème de Lebesgue, on a donc : 

| o(t) dt = lim. | ot) dt 
L 0 Le Le 0 
Puisque f,(t) est > 0, on a : 


0, (t) < © (t) 
1 


Si l'intégrale | o (t) dt existe, on peut écrire : 


1 A 
Sie f o,(t) dt < | © (i) dt 
CU = ni) 
La suite monotone croissante S a donc une limite, et ainsi la 
série Ÿ u, est convergente. 


Si o(t) n'est pas intégrable sur[©,1] : 


| @(t) dt = + w 
«0 
A étant un nombre positif arbitrairement grand, il lui corres- 
pond un nombre a tel que : 
» 4 
| o (t) di> A 
Late) 
I1 existe donc un nombre N tel que l'inégalité n > N entraîne : 


24 


En l o, (t) dt> A 
0 
Par suite, S,—+ «w avec n, et la série > u, est divergente. 
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THEOREME 43 - 
« étantunentier fixe, Y#- Y® —20 si et seulement si F(x) € X. 


Démonstration. 


I1 nous suffit de prouver que F(x) EX si Ys- Yr - 0. 


FER 
PeCO»* 


En appelant H°(x) laf.d.r. de Y®*- Y*}, on a (Cf th. 27) : 


© 


1 IH (x) ns | F1 v) G(v+x) dF(v) 


La convergence p.co. de Yi - V*' vers 0 équivaut à : 


ù [1 - H°(h)] < w pour tout h >0 


= 


ren 


Posons : 


,+ 


u, =a! [1-H*(h)]= [l nn-1)... (n-a)F"%#{v)G(v+h) dF(v) 


Le changement de variable : v=#"(t) nous donne : 


L 


u, = | nine 1)1 (nee) tea) h hat 
0 
Il est facile de voir que la fonction f (t) que l'on intègre vérifie 


les conditions du lemme précédent. On a, pour tout t < 1 : 


t a -1 
Su DMC re (otenite Rs 


La série (u,) est donc de même nature que l'intégrale : 


ui CORP D Ce) 
M | (1 x, t}ee dt =] GT (v) 


dF (v) 


Nous achèverons la démonstration en montrant que l'existence 
de M, quel que soit h, entraîne l'existence de : 


Si l'on remplace v par x - h dans M, cette intégrale devient : 


U 


M | Gen) dF(x-h) 
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On peut écrire : 


A 
MG x) dE (x — h) A 1 1 = 
| G®4{x - h) COSTA -h) 
1 G£ (A) - 1 : : À GT (x) se 
(CD IC ER) EN CEE | GLS 7h) 5 


d'où l'on déduit : 


Pi . en +) RE. ar -n) 


Dar GX GA h) 


CES 


L'existence de M entraîne donc celle de K. CAROMEMD: 


Remarque. 


Pour abréger, nous n'énoncerons pas les résultats analogues as 
précédents et concernant les plus petites valeurs de l'échantillon 25 À 


VI - GENERATION DES FONCTIONS DE 4. 


1/ - La fonction V(x) = Log [- LogG(x)] est monotone croissante, 
et tend vers +œavec x. 


Or, pour que F(x) € à, il faut et il suffit que : 
MOD) Ve pourtour 207 


Cette condition imposée à V(x) est identique à la condition impo- 
sée à la fonction W(x)= Eos Grau XKilduch2/"Iors de" déter- 
mination des f. d.r. F(x). 


Les résultats obtenus pour W(x) se traduiront donc aisément pour 
V(x) sous la forme suivante : 


THEOREME 44 - 


Une sous famille ,€ 4 estconstituée par les f.d.r. F(x) ayant, 
au moins pour les grandes valeurs de x, une denegité f(x) telle que : 


f(x) 
G(x) Log G(x) 


ACTE —>- 0. quand x +10 
THEOREME 45 - 


Si une f.d.r. EF (x) appartient à, ,; toute PR ASSOCIÉS) 


appartient à. 
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Réciproquement, à toute f.d.r. F(x)JE‘C , on peut associer - et 
même d'une infinité de façons - une f.d.r. F (x)E. 1. 

La définition du terme ‘'associée'' a été donnée au ch.2, $ XII. 


2/ - Pour achever cette étude, nous allons expliciter la forme 
d'une famille de lois appartenant à. 


SEE) EC ONrar: 
POWER nude ser 
De 1à résulte que Log W(x)/x—+ avec x. 


Posons : POWER) NON MER (TR) 


x =+® 


Si a(x) est monotone non décroissante pour x > x,, la fonction F(x) 
correspondante appartient à. En effet, l'on peut écrire : 


BOL NC ERIE 0 CAN RS) CO ER (RE) (CCE) 
> x a(x) - (x -e) a(x) = e a(x) 
Ainsi les ad e dumypes 


ART 


I) EU EE Lee 
où a(x)}— +® avec x en croissant, appartiennent à, 
Notons que si a(x) est constante, F(x) &# ät. 


C - STABILITE RELATIVE PRESQUE COMPLETE DES VALEURS 
EXTREMES - 


Nous dirons que Y, est relativement stable p.co. s'il existe une 


© Yn 
Stlieccerrainenttellequethquandn ic" 
An p.co. 


En conservant les notations du chapitre 2, nous voyons que la 
stabilité relative p. co. de Y, équivaut à la stabilité (absolue) p.co. de 
Log Y,. Cela nous fournit le moyen de déduire, de toute propriété éta- 
blie pour la stabilité p.co., une propriété correspondante pour la sta- 
bilité relative p. co. 


Nous indiquerons seulement les deux résultats suivants : 
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THEOREME 46 - 
F(x) EX, si: 


li xf(x) ee 
Te G(x) Log G(x) 


(ä, est la famille des f, d.r. pour lesquelles Y, est relativement sta- 
ble p. co. ). 


THEOREME 47 - 


a étant un entier fixe, Y‘/Y%*=__,1 si et seulement si F(x)}E 
P 


* 
ET ü 


CHAPITRE IV 


STABILITÉ PRESQUE SURE 
DES VALEURS EXTRÈMES D'UN ÉCHANTILLON 


PE STABILITE PRESQUE SURE'DE-Y,- 


1/ - Etant donné une suite infinie de v.a. indépendantes X,, X,, 


. X,, ... toutes de même loi F(x), nous posons comme précédem- 
ment : 
NANTES EC EE CCR) 
nesaclaimquesesamiaDle NPA OV. ne -SONMpAasns 


dépendantes ; la loi de Y 


n+l 


est modifiée par la connaissance de Y.. 


Nous dirons que Y, est stable presque sûrement s'il existe une 
Suite certaine a telle ques 


Y, - a,—0 


DES 


Sous une autre forme, Y, est stable presque sûrement si et seu- 
lement si l'on a, pour tout € > 0 : 


Y, << a te (Condition C*) 
PeSe 
ARE CENT (Condition C°) 
PeSe 


Nous appellerons :X l'ensemble des f. d.r. F(x) pour lesquelles 
Y. est Stable p.s. 


2/ - Etude de la condition C* 


La relation : Va 0 
ps. 
entraînant : NRA 07 
P 
de el 
nous pouvons choisir : a, = G C): 


C* est une condition de majoration presque sûre de Y, par : 
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1 
Bin) = G* (©) %e 


1 
Si l'on pose: B(t) = G()+e 


1 
' =1 PES, 
ONE SES) Ce) 
et le théorème 7 du chapitre 1 nous montre que la condition C* équivaut 
à l'existence, pour tout € > 0, de l'intégrale : 

"7 daF(x) 1 


re tra 


0 


Considérons alors le rapport : 


GES) 


ME SR Lee ac) 


on peut écrire : 


+ 
» 


De | dF(x) 
! FIGE SIC) 
Silexiste, r(x) n'est pas borné inférieurement quand x—+w, En 
effet, supposons que l'on ait, au contraire, r(x) > - À quand x > x,. Il 
en résulterait : 


a * x 


dF(x) Tr n 1 : E 
il r(x) G(x) LogG(x) l r(x) d [ Log|LogG(x)|] 


x 


1 1 Log G 
> | 3 d [Log | LogG(x)|]= + Log Re 


Quand x—+w, le second membre de cette inégelité croit indé- 
finiment et par suite l'hypothèse faite implique I = +, 


Ilexiste donc bien, si I <w, une suite de valeurs croissantes de 
RTE: x: LelleUer  ATIAVecin. CHQUES 


Mr EN pour tout € >9 
n=® 


Cette propriété nous suggère d'introduire une certaine famille 
X, de f. d.r., définie comme suit : 


Définition : 


Nous appellerons K,la famille des f,d.r. F(x) telles que, pour 
Toutes OUPMON ALU 
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lim Pr Se 
x =+0 G(x) Log G(x) 


Cela peut encore s'écrire, enutilisant la fonction W(x) = - Log G : 
MÉTÉO Eu avecs (Condition F) 


Lemme 48. 


La condition r équivaut à la condition F' : 


Lim. [ W(x) - W(x - €) - Log W(x- E)] = + quel que soit € > 0 


X=+0 
Démonstration. 


Ilest clair que F implique l'. Etablissons la réciproque. Suppo- 
sons alors que r' soit vérifiée, et que T ne le soit pas. Dans ce cas, 
ilexiste deux nombres € et À, et une suite indéfiniment croissante x., 
tels que : 


WG) = WG Se) LOMME 0e me so) 
Mais, puisque l'est vérifiée : 


lim. [W(x) - W(x, 


L i 
i=® 


DENON CREER 
On en déduit : 


Line Log W(x) LOS W(Xx, te )] = +@ 


W(x;) 


. 1 RE ee 5 60 
Ou : pos W(x, -e) 


Il en résulte : 


lim, [ W(x,) - W(x 


me W(x;:-e) _ Log W(x;) CS 
= ou WG) ù - DE) W(x.) | | + 


ce quiest contraire à l'hypothèse. Conclusion:siT' est vérifiée, | l'est 
aussi. 


On verrait de la même façon que les deux conditions : 


HD) ENG) MOST (x) ) ES 
MON ES EN en LOS MIE) ER 


X =+0 
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où n est un nombre quelconque > 0, sont équivalentes. 


à 


Elles sont encore équivalentes à la condition : 


lim. [ W(x) - W(x -e)- n Log W(E)] = +« 


x =+00 


£ étant un nombre choisi arbitrairement entre x - € et x. 
THEOREME 48 - 


F(x)E X, siet seulement si, quels que soient les nombres posi- 
tifs n (entier) et €, on a : 


ane MM) SIL OANGINIR EEE Gi 


x =+00 


Démonstration, 


Cette condition entraîne manifestement". Montrons qu'elle est 
aussi conséquence del . Si T est vérifiée, on a, quel que soit € > O et 
l'entier n, pour x tendant vers +: 


W(x) - W{x - +) - Log W(x - = Em à 


On déduit de ces relations : 


W(x) - W(x-e)- [LogW(x - +) + LogW(x- 2=+. ..+ LogW(x - €) ]—> +, 


et enfin : W{(x) - W(x -e) - nLog W(x - e)}—+ © 
En vertu de la remarque faite plus haut, ceci entraîne : 
W(x) - W(x -e)-nLog W(x)— + w GQSEAD: 
THEOREME 49 - 
Toute fonction F(x) de.KX, vérifie la condition Cf, 


Démonstration, 


En effet, si F(x)E:x1, le théorème précédent nous permet d'é- 
Cire 
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lim. [ W(x) - W(x -e) - 2 Log W(x)] = + 


x =+0 


quel que soit e > O0, ou : 


On a alors, en choisissant x, assez grand : 


à NES - dG(x) DIN Tente 
; G(x - €) | G(x) [Log G(x)]? Log G(x) Log G(x.) 


Le second membre de cette inégalité étant majoré, le premier 


LS se : 1 j 
membre a une limite finie quand x — +, et par suite E cure: existe. 
Pre 


) 
La condition C* est donc satisfaite. 

3/ - Etude de la condition C . 
THEOREME 50 - 


Toute fonction F(x) de 1 vérifie C_. 


Démonstration, 


La condition : a -e << Y pour tout € > 0 est plus restrictive 
pe.cok 


que C'. Or, nous avons vu au chapitre 3 qu'elle équivaut à : 
+@ 


ME G(x - €) 1 
J=/ exp (- on cn FU 


Il est facile de voir que, si F(x)EX,, on a pour x assez grand : 


(- G(x - 2) De à 1 
SE G(x) CG) G(&-<) 


En effet, cela s'écrit : 


et cette inégalité sera à fortiori exacte si : 


CEE) 
G(x) Log G(x) 


Mais cette relationest bien vérifiée pour x > x,, puisque F(x)EXK, . 
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Corollaire 50. 


Lion a: 10e 
C'est une conséquence immédiate des deux derniers théorèmes. 


4/ - Relation entre & et KX. 


Nous allons préciser un peu la relation d'inclusion #,C4X en mon- 
trant queX, contient les fonctions de X qui sont en quelque sorte les 
plus régulières. 


THEOREME 51 - 


Etant donné une fonction F(x) EX, supposons qu'à tout nombre 
e > 0 corresponde un nombre x,(e) tel que G(x)/G(x - € ) soit monotone 
non croissant pour x > x,(e). 


Dans ces conditions, on a aussi : F(x)EX, . 


Démonstration. 


Puisque F(x)E , nous savons que G(x)/G(x - € }—C quand — + « 
étiques: 


< © 


UN EG 
ler 


e 


Or, on peut écrire : 


DM CC ME) 
| = oi Re. G(x) 1h GX -<) Log G(x) 


et re tenu de le monotonie de G(x)/G x-e jee 


2 À 


(CFE?) 


Ô 
: es - dLog G(x) > 


G(A) 


RATE 2 
A se og G(x,) - Log G(A)] 


[e] 


Il résulte de cette inégalité que l'espression : 


G(A) Log G(A) 
G(A -e) 
est bornée pour À >x,, donc que : 
G(x) Log G(x) 
G(x -€) 


———( 


quand x —>+w, CA QE: 
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Remarquons que la condition imposée au rapport G(x)/G(x -€) 
est satisfaite si la fonction W(x) = - Log G(x) est concave pour x supé- 
rieur à une certaine valeur. 


Nous n'avons pu résoudre le problème de savoir si lès deux fa- 
milles X et, sont effectivement distinctes. 


ISTABILTRE PRESQUE. SURE DES 
Nous avons vu (Cf ch. 3 $ II) que l'on a : 


el 
ALES < CRT- (avec a, = G'(- 
pscos 18 


; ,+® | G(x La 1 , 
SE L le exp LITE GG) | (x) dF(x) < 


Mais on peut démontrer, comme au $I, n°3, que L existe pour 
LOutLE > OL ST FRE D'autres part, ilest évident que, -S1R(X)ES, 
ON 


- : 
MAS, re nauel quersoit € "0; 
PeSe 


Résumons ces deux résultats : 
THEOREME 52 - 


Si F(x}EX,, Y, est stable presque sûrement pour toute valeur 
fixe de «. De plus, on a alors : 


RER A) 


n pis. 
ce qui revient à dire que les mailles extrêmes de l'échantillon se res- 
serrent indéfiniment presque sûrement : 
III - GENERATION DES FONCTIONS DEX,. 


1/ - Rappelons la terminologie introduite au $ 12 du chapitre 2 : 


- Une suite (x,)est dutype $ sielleest monotone croissante 
x. tendant vers + tandis que x,,, - x,—0. 


x 


- Une fonction F(x) est associée à une fonction K Coistielle 
prend la même valeur pour une infinité de valeurs de x formant une suite 
du type ® . 


Nous allons montrer comment les fonctions de .X, peuvent se dé- 
duire d'une sous-famille.X, caractérisée plus simplement. 
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2/ - THEOREME 53 - 
Soitt; la famille des {dr F(K)telles que: 


W'(x) f(x) , 
LogW(x)  G(x) Log| Log G(x)| © °Ve X 


“ ,est contenue dans.K,. 


Démonstration. 


En effet, étant donné une fonction F(x)E X,, prenons un nombre 
positif e quelconque. À tout nombre x correspond un nombre & tel que : 


W(x) - W(x -e ) =e W'!(£) NANE ER CEX 
Quand x— + ©, £ ——+ © ainsi que W'(£), et l'on a : 
Lim, [W(x) - W(x -e) - Log W(x -e)] = Lim. [ e W'(£) - Log W(x-e)] 
TN MIE ME) EST LENCO ER 
F(x) vérifie donc la condition l' et par suite elle appartient à.K,. 
3/ - THEOREME 54 - 


a) Toute f.d.r. F,(x) associée à une fonction de, appar- 
tient à. 

b) Toute f. d.r. F(x)E:X , peut être associée à une f.d.r 
HO)EX: 
Démonstration, 

a) Supposons que la f.d.r. F (x) soit associée à la f. d.r. 
F(x)EX,. Il existe alors une suite x, du type $ telle que : 


HACA)ERRIÉS) pour tout n. 


Prenons arbitrairement unnombre € > 0. A toute valeur de x suf- 
fisamment grande, il correspond deux nombres x etixa de liste e 
telsique.: 


On peut écrire : 
MODE (ee )- Los M (Re) Wir) W(x,) - Log W(x,) 
MX) = W£)E Los ME 
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Quand x—0, x, x,—0 et x, -"(x - € }—0. 


On a donc, pour x assez grand : Ko ep ty 


et: Wéx)=Wilx-<)-LogW(x-c) > W(x,+ 2) - W(x,) - Log W(x,) 


Le second membre est infiniment grandavec x, puisque F(x)E S, 
donc le premier membre aussi. 


F (x) vérifiant l', elle appartient bien àK,. 
b) Soit F (x) une fonction deX,. Quel que soith >0, on a : 
LM (Sn) EN (EE 0 SM (En) EC 
Par conséquent, il existe une suite (x,) du type & telle que : 
W, (x) - Wi(x,) - Log W(x,,)—+® avec n (1) 
Appelons M,, M,, ... M,, ... les points de coordonnées : 
RE NE 2 PRE EPA € RE Se A 
Soit W, (x) la fonction dont le graphique est formé par la ligne po- 
lygonale M, M,... M,... Elle est monotone non décroissante, et tend 
vers à w avec x, Il existe donc une f. d.r. F (x) telle que : 


COMENT (CENT IE 


Les pentes des droites M,M,,, croissent indéfiniment avec n. En 
effet, p, étant la pente M, M,,, : 


W, (Ko) = Wi(Ko) = Pr = Xn) 
D'après la condition (1) on a : 
Der) RE 
ce qui entraîne : DO SDS QUE 0. 
De plus, on a, toujours d'après (i) : 
pLos WG) ea, 


Appelons maintenant W(x) la fonction obtenue en substituant à l'une 
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des deux cordes M,., M, et M,M,,,, au voisinage de M,, un petitarc 
M,u, comme il a été indiqué au $ 12 du ch. 2. 


W W 


M,,: 


Fo Fig.2 
On sait que la pente d'une tangente à cet arc est supérieure à : 
Min. { p,.,, p, }, et l'on peut toujours le choisir assez petit pour que : 
Log W(£,)/Log W(x,)}—1 (£,= abscisse deu,) 
La fonction W(x) a une dérivée pour toute valeur de x. 
Fr Si te [X,, > PE los LX,, Er Le me Épire Ê W'(x) x Ph 


DOME NICE TIR DE ne D. d 


Dans le premier cas : 


ENECOMENVD IP ET 
Log W(x) ÉCANTCS 0) 


Dans le deuxième cas : 


ICS er D, re CN ES RP 
Log W(x) Log W(x,) * Log W(x) Log W(£.) 
+, ——_—" a 
fig. 1 f1g.2 
M MY) 
+ £ _ 
Il en résulte que PATES W(x —> + ® avec x, donc que F(x) appar 
tient à.X,. COTE TD. 


4/ - THEOREME 55 - 
Ecrivons F(x) sous la forme : 


MÉDEMIEECSDNEE RE o ET a (ES) avec a(x) > 0 
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Onaalors : F(x)E.KX 1 Si a (x) est monotone non décroissante pour 
x assez grand, et tend vers + w avec x. 


F(x)& si a est fixe, ou non croissant pour x assez grand. 


Démonstration. 


Etablissons le premier point. On a ici : W(x) = x ax) Log x, TN 
nous suffit de prouver que la condition l'est satisfaite, c'est-à-dire 
que, quel que soit h > 0: 

5 (x) = (x + h) a(x + h) L(x+h) - xa(x) Lx- Lx-LLx - La(x)}— + avec x 


Cette expression peut s'écrire : 


5 (x) * (x La Latx + 1) - aG01 ) +(xatx + h) L(1 +) - La(x)) 


RTE TRE 
A B 
+ fn a(x +h) L(x +h)- Lx- LLa) 
NE 
(@ 
On a d'abord : A >0 (pour x> x,) 
h h 
Puis : B> 7 2x + h) - La(x)s Sax +h)—+o 
Et enfin : C > h a(x + h) Lx - 2Lx rh a(x th) Lx —+ 
Donc : 5 (x)—D+ avec x. CRONEAD}: 


Pour établir le second point, il nous suffit de montrer que ë (x) 
est majoré pour x > x, (Cf SI, n°2) si a(x) est non croissante. Or, on a 
maintenant : 
A <O0 
B < b - La(x) (b = constante) 
CA nA (CNEEMEOE NCN(CECOnStante) 
D'où : B CAMES EC Pl, ASE ONENTEP EME) 1EPET) 


La fonction a(x) vérifie nécessairement la condition : 


lim rx ax) x = 0 


x =+0 


120 JEAN GEFFROY 


Il en résulte que si le produit a(x) Lx est majoré pour une suite 
x: de valeurs de x qui tendent vers +x avec i, la suite 5(x;) tend vers -w, 
SAR) Ex pourunertellestites on 


CRC) MD CERN En) 


LEA) 
En choisissant h assez petit pour que 


LENTe A (RR)E20 
on a encore : 5 (x) 
Finalement : lim. DA) 
ce qui implique : F(x) EX 


5/ - Considérons les lois de probabilité dont la densité est de la 
forme : f(x) = exp(- x°), où a est une constante positive. Nous savons 
que ces lois n'appartiennent pas à # sia < 1; à fortiori, elles n'appar- 
tiennent pas non plus à «K 

Supposons alors que a > 1. On a 


2 +0 


A PR le 
| exp'Éxn dx ee. 
x 
ets 


EPNLIG(x) Fe Ex 


3 f(x) ». + x2-1 
CLUB do 


Lx * 


Par suite, F(x)€ «K quel que soit a > 1 (on a même FE, ) 
Cas de la loi de Laplace-Gauss. 


Cette loi appartient à, puisqu'elle correspond à a = 2. Ainsi, 
les valeurs extrêmes d'un échantillon de Laplace-Gauss sont stables 
presque sûrement (ceci étant valable aussi bien pour les plus petites 
valeurs que pour lies plus grandes). 


De plus, ses mailles extrêmes se resserrent indéfiniment pres- 
que sûrement. 
On en déduit que le milieu d'un tel échantillon 


M, A te ja Z,) 


N|ra 


converge presque sûrement vers la moyenne X de X 
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a et B étant fixes, on a également : 
1 a B = 
20 +2) x 


IV - STABILITE RELATIVE PRESQUE SURE - 


Y, est relativement stable presque sûrement s'il existe une suite 
céntamer telleques: 


NA QUAI 
PeS. 


On obtiendrait des propriétés de ce mode de stabilité en utilisant 
le fait que si Y, est relativement stable p.s., Log Ÿ, est stable p.s. 
(et réciproquement). 


Par exemple, pour que Y, soit relativement stable p.s., il suf- 
fit que : 
xf(x) 2 


Ne ES dune 2 
HG) 1e Los Go F. 


De là on déduit que 1: plus grande valeur d'un échantillon de la 
lère loi de Laplace (f(x) = e- *!) est relativement stable presque sû- 
pement, 
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